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Abstract
Existence of a topological foliation transverse to the dynamics of a homeomor-
phism. Let F be a homeomorphism of an oriented surface M that is isotopic to the identity.
Le Calvez proved that if F admits a lift F˜ without fixed points to the universal covering of
M , then there exists a topological foliation of M transverse to the dynamics. We generalize
this result to the case where F˜ has fixed points. We obtain a singular topological foliation
whose singularities are fixed points of F .
Mathematics Subject Classification (2010) : 37E30
Keywords : Surface homeomorphism, topological foliation transverse to the dynamics, equiv-
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Re´sume´
Le Calvez a montre´ que si F est un home´omorphisme isotope a` l’identite´ d’une surface M
admettant un rele`vement F˜ au reveˆtement universel n’ayant pas de points fixes, alors il existe
un feuilletage topologique de M transverse a` la dynamique. Nous montrons que ce re´sultat se
ge´ne´ralise au cas ou` F˜ admet des points fixes. Nous obtenons alors un feuilletage topologique
singulier transverse a` la dynamique dont les singularite´s sont un ensemble ferme´ de points
fixes de F .
Mots-cle´s : Home´omorphisme de surface, feuilletage topologique transverse a` la dynamique,
version e´quivariante feuillete´e du the´ore`me de translation plane de Brouwer
Dans cet article, nous conside´rons une surface connexe M et le groupe Homeo∗(M) des home´o-
morphismes de M isotopes a` l’identite´. Nous appelons surface une varie´te´ topologique de dimension
deux sans bord, orientable, se´pare´e et de´nombrable a` l’infini. Le re´sultat principal est le suivant :
The´ore`me 0.1. Soient F ∈ Homeo∗(M) et I = (Ft)t∈[0,1] une isotopie entre l’identite´ et F .
Alors, il existe un ensemble ferme´ X de points fixes de F et un rele`vement F̂ de la restriction
F|M\X au reveˆtement universel piX : N̂X →M \X de M \X ve´rifiant :
1. F̂ commute avec les automorphismes du reveˆtement universel et est sans point fixe ;
2. tout chemin de N̂X joignant un point x̂ ∈ N̂X a` son image F̂ (x̂) se projette sur M en un
chemin homotope a` extre´mite´s fixe´es au chemin I(x) de´crit par le projete´ x = piX(x̂) le long
de l’isotopie I ;
3. pour tout sous-ensemble ferme´ Y ⊂ X, il existe un rele`vement F̂Y de la restriction F|M\Y
au reveˆtement universel piY : N̂Y →M \ Y de M \ Y ve´rifiant :
(a) F̂Y commute avec les automorphismes du reveˆtement universel de M \ Y et fixe les
ante´ce´dents par piY des points de X \ Y ;
∗Lyce´e Franc¸ois Ier, 11 rue Victor Hugo 77 300 Fontainebleau, Prenom.Nom@normalesup.org
1
ar
X
iv
:1
20
6.
02
13
v2
  [
ma
th.
DS
]  
28
 Ju
l 2
01
3
(b) tout chemin de N̂X joignant un point x̂ ∈ N̂X a` son image F̂ (x̂) se projette sur M en
un chemin dont tout rele`vement a` N̂Y issu d’un point ŷ a pour extre´mite´ F̂Y (ŷ).
Justifions la pre´sence des diffe´rentes conditions qui apparaissent dans cet e´nonce´. On notera
Fix(I) l’ensemble des points fixes le long d’une isotopie I. Une ide´e pour obtenir le rele`vement F̂
est de construire une isotopie I = (Ft)t∈[0,1] entre l’identite´ et F et de conside´rer X = Fix(I).
En effet, l’isotopie restreinte
(
(Ft)|M\X
)
t∈[0,1] se rele`ve au reveˆtement universel de M \X en une
isotopie (F̂t)t∈[0,1] issue de l’identite´ de temps un le rele`vement F̂ = F̂1 de F|M\X . Il est facile de
ve´rifier que F̂ commute avec les automorphismes de reveˆtement et ve´rifie les assertions 2 et 3 du
the´ore`me 0.1.
Il reste a` ve´rifier la principale proprie´te´ : on souhaite que F̂ soit sans point fixe. La proposition
2.15 assure que c’est le cas si l’isotopie I est maximale pour la relation d’ordre suivante. Si I et J
sont deux isotopies entre l’identite´ et F , on dit que l’on a I ≤ J si Fix(I) est contenu dans Fix(J)
et si I et J sont homotopes relativement a` Fix(I). Malheureusement nous ne savons pas re´pondre
a` la question suivante.
Question 0.2. Existe-t-il une isotopie maximale pour la relation d’ordre ≤ ?
Nous avons donc laisse´ de coˆte´ les isotopies de´finies sur M au profit de la notion plus faible
suivante. On dit qu’un sous-ensemble ferme´ X ⊂M est non enlace´ s’il existe un rele`vement F̂ de
la restriction F|M\X au reveˆtement universel piX : N̂X → M \X de M \X qui commute avec les
automorphismes de reveˆtement. Nous donnerons dans le paragraphe 1.4 plus de de´tails sur cette
de´finition. Nous introduirons ensuite une relation d’ordre 4 (de´finition 2.1) sur les ensembles non
enlace´s qui permettra d’obtenir la seconde assertion de notre e´nonce´. Nous montrerons qu’il existe
des ensembles non enlace´s maximaux pour cette relation d’ordre (proposition 2.11’) et que les
rele`vements associe´s sont sans point fixe (proposition 2.12’) ce qui comple`te la premie`re assertion.
Justifions maintenant la pre´sence de la troisie`me. Dans certaines situations ou` X se´pare M , il
peut apparaˆıtre des composantes connexes de M \X home´omorphes a` l’anneau (R/Z)×R. Lorsque
cela se produit, il n’y a pas unicite´ d’un rele`vement F̂ qui commute avec les automorphismes de
reveˆtement. Or en ge´ne´ral l’un de ces rele`vements pre´sente des proprie´te´s supple´mentaires et la
troisie`me assertion du the´ore`me permet de le caracte´riser. Notre preuve consiste a` rechercher un
ensemble non enlace´ X maximal pour 4 et il semble raisonnable d’imposer qu’il soit plus grand
(pour 4) que ses sous-ensembles ferme´s, ce qui correspond a` la troisie`me assertion. Il se trouve
que cette condition suffit pour assurer l’unicite´ du rele`vement. En effet, certaines parties ferme´es
Y ⊂ X ne se´pareront pas M . On obtiendra alors l’unicite´ d’un rele`vement F̂Y de F|M\Y puis
l’unicite´ d’un rele`vement F̂ de F|M\X plus grand que F̂Y pour 4. Nous donnons un exemple
explicite dans la partie 2.
Remarque 0.3. Un the´ore`me d’Epstein (voir paragraphe 1.4 et [Eps66]) permet de reformuler le
the´ore`me 0.1 en terme d’isotopie sur M \X. Il affirme en effet que l’existence de F̂ entraˆıne celle
d’une isotopie sur M \X entre l’identite´ de M \X et la restriction F|M\X dont le rele`vement au
reveˆtement universel N̂X de M \X issu de l’identite´ admet F̂ pour temps un.
L’un des principaux inte´reˆts du the´ore`me 0.1 est que l’on peut en de´duire l’existence d’un
feuilletage positivement transverse a` un home´omorphisme de surface (corollaire 0.8). Nous allons
maintenant expliquer comment. La preuve repose sur la version e´quivariante feuillete´e suivante du
the´ore`me de Brouwer, un re´sultat difficile de´montre´ par Le Calvez.
The´ore`me 0.4 (Le Calvez [LC05]). Soit Ĝ un groupe discret d’home´omorphismes pre´servant
l’orientation, agissant librement et proprement sur le plan R2. Soit F̂ un home´omorphisme de R2
pre´servant l’orientation et sans point fixe qui commute avec tous les e´le´ments de Ĝ. Alors il existe
un feuilletage topologique F̂ de R2 par des droites de Brouwer de F̂ tel que F̂ soit invariant par
tout e´le´ment de Ĝ.
Une droite topologique oriente´e est un plongement topologique propre φ de la droite re´elle
oriente´e R ; elle se´pare R2 en deux composantes connexes. On dit qu’un tel plongement φ est une
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droite de Brouwer de F̂ si F̂ (φ) est contenu dans la composante connexe de droite et F̂−1(φ) dans
celle de gauche.
On de´duit de ce re´sultat que sous les hypothe`ses du the´ore`me 0.1 il existe un feuilletage topo-
logique F̂ de N̂X par des droites de Brouwer de F̂ , tel que F̂ soit invariant par les automorphismes
du reveˆtement piX : N̂X → NX . Le feuilletage F̂ passe donc au quotient en un feuilletage topolo-
gique F de M . Ce feuilletage est dit positivement transverse a` F̂ . Expliquons ce que cela signifie
avant d’e´noncer le corollaire.
De´finition 0.5 (Chemin transverse a` un feuilletage). Soit M une surface et F un feuilletage
oriente´ sur M . On dit qu’un chemin γ : [0, 1]→M est ne´gativement transverse au feuilletage F si
pour tout t0 ∈]0, 1[, il existe un intervalle ouvert I0 ⊂]0, 1[ contenant t0, un voisinage V de γ(t0)
dans M et un home´omorphisme ϕ : V →] − 1, 1[2 qui envoie γ(t0) sur le point (0, 0), l’ensemble
V ∩ γ(I0) sur l’arc horizontal ]− 1, 1[×{0} oriente´ vers la droite et le feuilletage F sur les droites
verticales oriente´es vers le haut.
Remarque 0.6. Si X ⊂ Fix(F ) est un ensemble ferme´ de points fixes, un feuilletage sur M \X
peut eˆtre vu comme un feuilletage topologique singulier sur M dont les singularite´s sont les points
de X. On dira qu’un chemin γ : [0, 1] → M \X est transverse au feuilletage singulier sur M s’il
est transverse au feuilletage sur M \X.
De´finition 0.7 (Feuilletage transverse a` la dynamique). Soit F un home´omorphisme d’une surface
M , admettant un rele`vement F˜ au reveˆtement universel M˜ de M qui commute avec les automor-
phismes de reveˆtement. Soit F un feuilletage singulier sur M dont les singularite´s sont des points
fixes de F . Le feuilletage F est dit positivement transverse a` F˜ si pour tout point z ∈ M \X, il
existe un chemin γz de z a` F (z) dans M \X, ne´gativement transverse au feuilletage F et associe´
a` F˜ , c’est-a`-dire se relevant a` M˜ en un chemin joignant son origine z˜ a` F˜ (z˜) (voir de´finition 1.8).
Corollaire 0.8. Soient F ∈ Homeo∗(M) et F˜ un rele`vement a` M˜ qui commute avec les auto-
morphismes de reveˆtement. Alors, il existe un sous-ensemble ferme´ X ⊂ Fix(F ) et un feuilletage
topologique F de M , dont X est l’ensemble des singularite´s, qui soit positivement transverse a` F˜ .
De´monstration. On conside`re le sous-ensemble ferme´ X ⊂ Fix(F ) et le rele`vement F̂ de F|M\X
donne´s par le the´ore`me 0.1. On vient de voir que le the´ore`me 0.4 assure alors l’existence d’un
feuilletage topologique F̂ de N̂X par des droites de Brouwer de F̂ qui passe au quotient en un
feuilletage topologique singulier F de M , de singularite´s X.
Il reste a` prouver que F est transverse a` F˜ ce qui, d’apre`s la deuxie`me assertion du the´ore`me 0.1,
revient a` prouver que F̂ est transverse a` F̂ . Re´sumons la preuve donne´e dans [LC05] page 4 :
conside´rons un point ẑ0 ∈ N̂X et notons Ŵ l’ensemble des points z ∈ N̂X extre´mite´ d’un arc
issu de ẑ0 et positivement transverse a` F̂ . On remarque alors que la partie Ŵ , ouverte et « situe´e
a` droite » des feuilles qui constituent sa frontie`re, est le demi-plan topologique ouvert « situe´ a`
droite » de la droite de Brouwer passant par ẑ0. Par de´finition d’une droite de Brouwer, Ŵ contient
donc F̂ (ẑ0).
Expliquons l’inte´reˆt de ce re´sultat. Dans [LC06], Le Calvez de´montre l’existence de points
pe´riodiques de pe´riodes arbitrairement grandes pour tout home´omorphisme hamiltonien non trivial
d’une surface compacte oriente´e de genre g ≥ 1. Dans sa preuve, il est amene´ a` envisager deux cas
selon que l’ensemble des points fixes peut jouer le roˆle de X dans le the´ore`me 0.1 ou non. Or les
arguments utilise´s dans le premier cas s’appliquent mot pour mot en remplac¸ant l’ensemble des
points fixes par un sous-ensemble X donne´ par le the´ore`me 0.1. L’e´tude du second cas n’est donc
plus ne´cessaire.
On peut espe´rer que le the´ore`me 0.1 et son corollaire 0.8 seront d’une grande utilite´ dans l’e´tude
des home´omorphismes de surface.
Dans une premie`re partie, nous allons rappeler des de´finitions et re´sultats classiques puis in-
troduire des notions d’enlacement et de chemins adapte´s, moins classiques et plus techniques, qui
faciliteront les de´monstrations des parties suivantes. Nous de´montrerons ensuite le the´ore`me 0.1
dans la partie 2 en nous appuyant sur les deux re´sultats suivants :
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1. l’existence d’un rele`vement maximal dans (R,4), ensemble des rele`vements qui commutent
avec les automorphismes de reveˆtement (voir les de´finitions 1.5 et 2.1). Il s’agit de la pro-
position 2.11, un des principaux re´sultats de l’article, qui sera prouve´e dans la partie 3.
La de´monstration de ce re´sultat qui repose sur le lemme de Zorn concentre l’essentiel des
difficulte´s de l’article.
2. la possibilite´ de modifier une isotopie admettant un point fixe contractile en une isotopie
fixant ce point (proposition 2.15). Ce re´sultat plus simple et classique sera de´montre´ dans
la partie 4. Nous avons choisi d’en donner une preuve de´taille´e dans la mesure ou` nous n’en
connaissons pas de de´monstration comple`te dans la litte´rature.
Une partie de ce travail a e´te´ faite au Laboratoire d’Analyse Ge´ome´trie et Applications, a` l’uni-
versite´ Paris 13. Je remercie tre`s chaleureusement Patrice Le Calvez ; les nombreuses discussions
que nous avons eues m’ont guide´ pour introduire les outils utilise´s et ses pre´cieuses remarques ont
largement contribue´ a` clarifier les preuves. Je remercie particulie`rement Franc¸ois Be´guin qui m’a
sugge´re´ d’ajouter la troisie`me condition du the´ore`me principal en vue des applications, le rap-
porteur dont les nombreux commentaires ont permis de pre´ciser le texte ainsi que Marc Bonino,
Sylvain Crovisier et Fre´de´ric Le Roux.
1 Ge´ne´ralite´s
1.1 Notations
Chemin, lacet. Soit E un espace topologique. On de´signe par chemin toute classe d’application
continue γ : [0, 1]→ E modulo un reparame´trage pre´servant l’orientation ; le point γ(0) est l’origine
et le point γ(1) l’extre´mite´. Nous noterons γ− le chemin obtenu en changeant l’orientation de γ.
La concate´nation α.β de deux chemins α et β ve´rifiant α(1) = β(0) est le chemin γ repre´sente´ par
le parame´trage suivant :
γ(t) =
{
α(2t) si 0 ≤ t ≤ 12 ;
β(2t− 1) si 12 ≤ t ≤ 1.
Un lacet est un chemin dont l’extre´mite´ z est e´gale a` l’origine ; on dit alors qu’il est base´ en z. En
notant T = R/Z, on peut repre´senter un lacet par une application continue γ : T→ E. On dit que
deux lacets α et β sont librement homotopes s’il existe une application continue φ : [0, 1]×T→ E
ve´rifiant pour tout t ∈ T, φ(0, t) = α(t) et φ(1, t) = β(t). L’application φ est appele´e homotopie
libre entre α et β. Pour tout t0 ∈ T, en posant z = φ(0, t0), on note φ(z) : s 7→ φ(s, t0) la trajectoire
de z le long de l’homotopie libre.
Deux chemins α et β ve´rifiant α(0) = β(0) et α(1) = β(1) sont homotopes 1 s’il existe une
application continue φ : [0, 1]2 → E ve´rifiant pour tout (s, t) ∈ [0, 1]2 :
φ(0, t) = α(t), φ(1, t) = β(t),
φ(s, 0) = α(0) = β(0) et φ(s, 1) = α(1) = β(1).
On parlera de meˆme d’homotopie entre lacets de meˆme point base lorsque ce point reste fixe le
long de l’homotopie. Un lacet base´ en un point z ∈ E est dit contractile s’il est homotope au lacet
trivial base´ en z.
Rele`vement d’une isotopie, homotopie entre isotopies. Soit M une surface connexe. Une
isotopie I est un chemin t 7→ Ft de [0, 1] dans Homeo(M) muni de la topologie compacte ouverte
pour les home´omorphismes. Pour tout point z ∈M , on note I(z) : t 7→ Ft(z) la trajectoire de z le
long de l’isotopie. Il s’agit d’un lacet si et seulement si z est un point fixe de F1.
Soit pi : M˜ → M le reveˆtement universel de M . Une isotopie I = (Ft)t∈[0,1] telle que F0 soit
l’home´omorphisme identite´ idM se rele`ve a` M˜ en une isotopie I˜ = (F˜t)t∈[0,1] ve´rifiant F˜0 = idM˜ .
L’home´omorphisme F˜1 est appele´ rele`vement de F1 associe´ a` I ; nous le noterons F˜I .
1. Cette notion d’homotopie est souvent de´signe´e par homotopie relativement aux extre´mite´s.
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Conside´rons maintenant un sous-ensemble N ⊂ M . On dit que I et I ′ sont homotopes relati-
vement a` N si l’on peut choisir l’homotopie φ : [0, 1]2 → Homeo(M) de sorte que la restriction
φ(s, t)|N soit inde´pendante de s ∈ [0, 1].
Nous utiliserons e´galement la notion de compose´e de deux isotopies : si I = (Ft)t∈[0,1] et
J = (Gt)t∈[0,1] sont deux isotopies, on note J ◦ I l’isotopie de´finie par J ◦ I = (Gt ◦ Ft)t∈[0,1].
Point fixe contractile, point fixe d’une isotopie. Dans la suite de l’article, on se donne une
surface connexe M et un home´omorphisme F de M isotope a` l’identite´. Si E est un ensemble,
on note E son adhe´rence, ∂E sa frontie`re et E˚ son inte´rieur. La lettre X de´signera toujours un
sous-ensemble ferme´ de l’ensemble Fix(F ) des points fixes de F . Nous noterons NX = M \X son
comple´mentaire et piX : N̂X → NX son reveˆtement universel. Soient I = (Ft)t∈[0,1] une isotopie
entre l’identite´ et F et z un point fixe de F .
De´finition 1.1. On dit que z est un point fixe de I s’il ve´rifie, pour tout t ∈ [0, 1], Ft(z) = z.
Nous noterons Fix(I) l’ensemble des points fixes d’une isotopie I.
De´finition 1.2. On dit que z est un point contractile de I s’il ve´rifie l’une des deux proprie´te´s
suivantes :
1. le point z est un point fixe de I ;
2. le point z appartient a` Fix(F ) \ Fix(I) et le lacet I(z) est contractile dans M \ Fix(I).
Nous noterons Cont(I) l’ensemble des points contractiles d’une isotopie I.
Remarque 1.3. Conside´rons X = Fix(I) et F̂ le rele`vement de F|NX a` N̂X associe´ a` la restriction
de I a` NX . Un point z ∈ NX est contractile si et seulement si tout releve´ ẑ de z a` N̂X est un point
fixe de F̂ .
1.2 Isotopie restreinte, rele`vement
De´finition 1.4. On appelle isotopie restreinte tout couple (X, I) forme´ :
– d’un sous-ensemble ferme´ X ⊂ Fix(F ) ;
– d’une isotopie de´finie sur NX entre l’identite´ idNX et la restriction F|NX de F a` NX .
On note I l’ensemble des isotopies restreintes.
De´finition 1.5. On note R l’ensemble des couples (X, F̂ ) forme´s :
– d’un sous-ensemble ferme´ X ⊂ Fix(F ) ;
– d’un rele`vement F̂ de F|NX au reveˆtement universel piX : N̂X → NX qui commute avec les
automorphismes de ce reveˆtement.
Remarque 1.6. Soit N une surface connexe non home´omorphe a` l’anneau A = R/Z × R ou au
tore T = R/Z × R/Z. Alors le groupe des automorphismes du reveˆtement universel de N est de
centre trivial ([Eps66], Lemma 4.3). Si F est un home´omorphisme de N , il admet donc au plus un
rele`vement F̂ au reveˆtement universel qui commute avec les automorphismes de reveˆtement.
Soit (X, I) ∈ I une isotopie restreinte. Relevons I a` N̂X en une isotopie Î issue de l’identite´
idN̂X . Le temps un de Î est le rele`vement F̂I associe´ a` I de la restriction F|NX . Or l’identite´ idN̂X
commute avec les e´le´ments du groupe Ĝ des automorphismes du reveˆtement piX : N̂X → NX .
Puisque Ĝ est discret, la proprie´te´ de commutation est conserve´e le long de l’isotopie Î et F̂I
commute avec les e´le´ments de Ĝ.
De´finition 1.7 (Rele`vement associe´ a` une isotopie restreinte). Soit (X, I) ∈ I une isotopie res-
treinte. Le rele`vement (X, F̂I) ∈ R est appele´ rele`vement associe´ a` l’isotopie restreinte (X, I).
Disposer d’un rele`vement F̂ de F qui commute avec les automorphismes de reveˆtement assure
que les notions suivantes ne de´pendent pas du rele`vement α̂ ou φ̂ choisi.
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De´finition 1.8 (Chemin et homotopie associe´s a` un rele`vement). Soit (X, F̂ ) ∈ R.
1. Un chemin α ⊂ NX est dit associe´ a` F̂ s’il se rele`ve a` N̂X en un chemin α̂ dont l’extre´mite´
est image par F̂ de son origine.
2. Soit φ : [0, 1] × T → NX une homotopie libre entre un lacet Γ ⊂ NX et son image F (Γ).
Choisissons un releve´ Γ̂ de Γ a` N̂X . L’homotopie libre φ est dite associe´e a` F̂ si elle se rele`ve
en φ̂ : [0, 1]2 → N̂X ve´rifiant :
∀t ∈ [0, 1] φ̂(0, t) = Γ̂(t) et φ̂(1, t) = F̂ ◦ Γ̂(t).
Remarque 1.9. Soit φ : [0, 1] × T → NX une homotopie libre entre un lacet Γ ⊂ NX et son
image F (Γ). S’il existe z0 = φ(0, t0) ∈ Γ tel que φ(z0) : s 7→ φ(s, t0) soit un chemin associe´ a` F̂ ,
autrement dit φ̂(1, t0) = F̂ (Γ̂(t0)) = F̂ (φ̂(0, t0)), alors φ est associe´e a` F̂ .
1.3 Chemin adapte´ a` un ensemble de points fixes
Nous allons maintenant caracte´riser les chemins associe´s a` un rele`vement (X, F̂ ) ∈ R. Nous
parlerons de chemins adapte´s a` l’ensemble X.
De´finition 1.10 (Chemin adapte´). Soient F ∈ Homeo∗(M) et X ⊂ Fix(F ) un sous-ensemble
ferme´. Un chemin α d’origine un point z de NX et d’extre´mite´ F (z) est dit adapte´ a` X si pour
tout lacet γ ⊂ NX base´ en z, le lacet α.F (γ).α− est homotope, dans NX , au lacet γ.
Remarque 1.11. Si α ⊂ NX est un chemin adapte´ a` X d’origine z ∈ NX , alors tout lacet γ
base´ en z est librement homotope a` son image F (γ). En effet, les lacets γ et α.F (γ).α− sont alors
homotopes et il est clair que ce dernier lacet est librement homotope a` F (γ).
Proposition 1.12. Conside´rons F ∈ Homeo∗(M) et un ensemble ferme´ X ⊂ Fix(F ).
1. Supposons que l’on dispose d’un rele`vement (X, F̂ ) ∈ R. Tout chemin de NX associe´ a` F̂
est adapte´ a` X.
2. Inversement, supposons que l’on dispose d’un chemin α adapte´ a` X et qu’on le rele`ve en un
chemin α̂ ⊂ N̂X . Si NX est connexe 2, le rele`vement F̂ de F|NX qui envoie l’origine de α̂ sur
son extre´mite´ commute avec les automorphismes du reveˆtement universel piX : N̂X → NX .
Le chemin α est alors associe´ a` F̂ et (X, F̂ ) appartient a` R.
De´monstration. 1. On suppose qu’il existe (X, F̂ ) ∈ R. Soit α un chemin de NX associe´ a` F̂ ;
choisissons un rele`vement α̂ ∈ N̂X de α et notons ẑ son origine. Son extre´mite´ est donc F̂ (ẑ).
Conside´rons un lacet γ ⊂ NX base´ en z et relevons-le en un chemin γ̂ ⊂ N̂X d’origine ẑ.
Il existe un unique automorphisme de reveˆtement T̂ tel que l’extre´mite´ de γ̂ soit T̂ (ẑ). Le
chemin F̂ (γ̂) a pour origine F̂ (ẑ) et pour extre´mite´ F̂ ◦ T̂ (ẑ) qui n’est autre que T̂ ◦ F̂ (ẑ),
extre´mite´ du chemin T̂ (α̂). On peut donc concate´ner les chemins α̂, F̂ (γ̂) et
(
T̂ (α̂)
)−
. On
obtient un chemin de meˆmes extre´mite´s ẑ et T̂ (ẑ) que γ̂ ; il est donc homotope a` γ̂ car N̂X
est simplement connexe. On en de´duit que les lacets α.F (γ).α− et γ sont homotopes (a` point
base fixe´) dans NX et donc que α est adapte´ a` X.
2. Inversement, soit α̂ ⊂ N̂X le rele`vement d’un chemin α adapte´ a`X dansNX suppose´ connexe.
On construit F̂ comme le rele`vement de F envoyant l’origine ẑ de α̂ sur son extre´mite´.
Conside´rons un automorphisme de reveˆtement T̂ et montrons l’e´galite´ T̂ ◦ F̂ = F̂ ◦ T̂ .
Choisissons un chemin γ̂ ⊂ N̂X de ẑ a` T̂ (ẑ). Il se projette sur un lacet γ ⊂ NX qui est,
par hypothe`se, homotope au lacet α.F (γ).α−. Cela signifie que les rele`vements issus de ẑ
des chemins α.F (γ) et γ.α ont meˆme extre´mite´. Or le lacet α se rele`ve a` partir du point ẑ
2. Dans le cas ou` NX n’est pas connexe, il faut disposer d’un chemin adapte´ par composante connexe pour
construire le rele`vement F̂ . Si c’est le cas, la construction est possible et le rele`vement obtenu commute avec les
automorphismes du reveˆtement universel piX : N̂X → NX .
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en le chemin α̂ d’extre´mite´ F̂ (ẑ). A` partir de ce point, F (γ) se rele`ve en F̂ (γ̂) d’extre´mite´
F̂ ◦ T̂ (ẑ). Par ailleurs, γ se rele`ve a` partir de ẑ en γ̂ d’extre´mite´ T̂ (ẑ). Le rele`vement de α
issu de ce point est T̂ (α̂) d’extre´mite´ T̂ ◦ F̂ (ẑ). On en de´duit T̂ ◦ F̂ (ẑ) = F̂ ◦ T̂ (ẑ) donc
T̂ ◦ F̂ = F̂ ◦ T̂ .
Remarque 1.13. Soient F ∈ Homeo∗(M) et X ⊂ Fix(F ) un ensemble ferme´. La proposition
pre´ce´dente montre l’e´quivalence des proprie´te´s suivantes :
1. il existe un rele`vement (X, F̂X) ∈ R
2. pour tout z ∈ NX , il existe un chemin αz adapte´ a` X d’origine z ;
3. il existe un chemin adapte´ a` X dans chaque composante connexe de NX ;
Lorsque les composantes connexes d’une surface N ne sont pas home´omorphes au tore ou a`
l’anneau, le groupe des automorphismes de reveˆtement est de centre trivial. On peut alors faire la
remarque suivante.
Remarque 1.14. Soit N une surface de reveˆtement universel pi : N̂ → N , dont le groupe Ĝ des
automorphismes de reveˆtement est de centre trivial et soit F un home´omorphisme de N . Alors
deux chemins α et β de meˆme origine z ∈ NX et adapte´s a` X sont homotopes a` extre´mite´s fixe´es
dans NX .
De´monstration. En effet, d’apre`s la proposition qui pre´ce`de, chacun de ces deux chemins est associe´
a` un rele`vement de F|NX qui commute avec les automorphismes du reveˆtement universel piX :
N̂X → NX . Or, d’apre`s la remarque 1.6, un tel rele`vement F̂ est unique. Ainsi, α et β se rele`vent
a` N̂X en deux chemins d’origine un releve´ ẑ de z et de meˆme extre´mite´ F̂ (ẑ). En d’autres termes,
les chemins α et β sont homotopes a` extre´mite´s fixe´es dans NX .
1.4 Ensemble non enlace´
Afin de mieux comprendre les notions introduites ci-dessus, nous allons maintenant de´finir
l’enlacement a` partir de trois proprie´te´s dont nous allons montrer qu’elles sont e´quivalentes a`
l’aide du the´ore`me d’Epstein [Eps66]. Cette de´finition et cette e´quivalence permettent de mieux
comprendre les notions utilise´es dans l’article, mais elles ne seront pas utilise´es sous cette forme
dans la suite. Nous avons pre´fe´re´ travailler avec une relation d’ordre qui sera introduite dans le
paragraphe suivant.
Proposition et de´finition 1.15. Soient F ∈ Homeo∗(M) et X ⊂ Fix(F ) un ensemble ferme´.
On dit que X est non enlace´ s’il ve´rifie l’une des proprie´te´s e´quivalentes suivantes :
(P1) il existe une isotopie restreinte (X, I) ∈ I ;
(P2) il existe un rele`vement (X, F̂ ) ∈ R ;
(P3) tout lacet Γ ⊂ NX est librement homotope dans NX a` son image F (Γ).
De´monstration de l’e´quivalence des proprie´te´s (P1), (P2) et (P3). Nous ne de´montrons pas que la
proprie´te´ (P3) entraˆıne la proprie´te´ (P1). Ce re´sultat provient d’un the´ore`me difficile duˆ a` D.B.A.
Epstein. En effet, F pre´serve les composantes de ∂(M \X). D’apre`s un the´ore`me de Whitehead
([Spa89], Corollary 24 page 405), la proprie´te´ (P3) entraˆıne que l’identite´ et F sont homotopes
par une homotopie de paires sur (M \ X, ∂(M \ X)). D’apre`s un the´ore`me d’Epstein ([Eps66],
Theorem 6.3), il existe donc une isotopie entre l’identite´ et F .
De´montrons les deux autres implications. Si X ve´rifie la proprie´te´ (P1), alors il existe une
isotopie restreinte (X, I) ∈ I. On a vu que l’on pouvait lui associer un rele`vement (X, F̂ ) ∈ R
(voir ce qui pre´ce`de la de´finition 1.7). Ainsi, X ve´rifie la proprie´te´ (P2).
Supposons maintenant que X ve´rifie la proprie´te´ (P2) et montrons qu’il ve´rifie alors la pro-
prie´te´ (P3). Conside´rons un lacet Γ ⊂ NX base´ en z. Soit α un chemin associe´ a` F̂ issu de z ; il
est donc adapte´ a` X d’apre`s la proposition 1.12. Le lacet Γ est donc homotope a` α.F (Γ).α− qui
est lui-meˆme librement homotope a` F (Γ). L’ensemble X ve´rifie donc la proprie´te´ (P3).
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Remarque 1.16. Soit X un ensemble non enlace´. D’apre`s la remarque 1.6, lorsque M \X n’est
pas home´omorphe a` l’anneau ou au tore, le rele`vement (X, F̂ ) donne´ par la proprie´te´ (P2) est
unique. C’est donc aussi le rele`vement associe´ a` l’isotopie restreinte (X, I) donne´ par la proprie´te´
(P1).
En revanche, dans le cas de l’anneau ou du tore, il n’y a pas unicite´ du rele`vement (X, F̂ ) ∈ R.
Cependant, e´tant donne´ un rele`vement (X, F̂ ) ∈ R, on peut toujours trouver une isotopie restreinte
(X, I) ∈ I tel que (X, F̂ ) soit associe´ a` (X, I). En effet, le temps un d’une isotopie restreinte (X, I)
donne´e par (P1) diffe`re de (X, F̂ ) d’un automorphisme de reveˆtement. Ce dernier est associe´ a` une
isotopie entre l’identite´ et elle-meˆme re´alisant la rotation correspondante de l’anneau ou du tore.
En composant l’inverse de cette isotopie avec (X, I), on obtient l’isotopie restreinte cherche´e.
Question 1.17. Comme on l’a e´voque´ dans l’introduction, on peut de´finir une notion de non
enlacement a priori plus forte que la pre´ce´dente de la fac¸on suivante. On dit que X est fortement
non enlace´ s’il existe une isotopie I entre l’identite´ idM et F ve´rifiant X ⊂ Fix(I). Nous ne savons
pas si cette notion est e´quivalente a` la pre´ce´dente et ne l’utiliserons pas dans cet article.
Remarque 1.18. Dans le cas particulier ou` X est totalement discontinu, et notamment si X
est fini, il est facile de re´pondre a` la question pre´ce´dente. En effet, si X est non enlace´, on peut
trouver une isotopie restreinte (X, I) ∈ I. Cette isotopie se prolonge en une isotopie sur M fixant
les points de X et X est donc fortement non enlace´.
2 Pre´sentation de la preuve
2.1 Relation d’ordre sur les rele`vements
Notre objectif est la de´monstration du the´ore`me 0.1. Dans cette optique, nous recherchons un
rele`vement (X, F̂X) ∈ R avec F̂X sans point fixe. Pour cela, nous allons utiliser une relation d’ordre
choisie de fac¸on a` ce que les rele`vements maximaux conviennent (proposition 2.12). Introduisons
la relation ; nous montrerons ensuite (proposition 2.7) qu’il s’agit bien d’une relation d’ordre.
De´finition 2.1. On de´finit la relation suivante sur l’ensemble R ; on note (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ) si :
1. on a X ⊂ Y ⊂
(
X ∪ piX
(
Fix(F̂X)
))
;
2. tout chemin de NY associe´ a` F̂Y est e´galement associe´ a` F̂X .
Remarque 2.2. L’ensemble piX(Fix(F̂X)) est ferme´.
Remarque 2.3. Si F̂X est sans point fixe, alors (X, F̂X) est maximal. En effet, l’assertion (1)
entraˆıne alors X = Y .
Remarque 2.4. La relation (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ) entraˆıne l’inclusion piY
(
Fix(F̂Y )
) ⊂ piX(Fix(F̂X)).
En effet si z appartient a` piY
(
Fix(F̂Y )
)
, alors le lacet trivial base´ en z est associe´ a` F̂Y donc a` F̂X .
Remarque 2.5. Si (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ) etX = Y , alors (X, F̂X) = (Y, F̂Y ). En effet, par hypothe`se,
tout chemin de NX = NY associe´ a` F̂Y est aussi associe´ a` F̂X ce qui entraˆıne l’e´galite´ F̂X = F̂Y .
Remarque 2.6. On peut remplacer dans la de´finition la deuxie`me proprie´te´ par la proprie´te´ a
priori plus faible :
« il existe dans chaque composante connexe de NY un chemin associe´ a` F̂Y et a`
F̂X ».
En effet, supposons l’existence d’un chemin α associe´ a` F̂Y et a` F̂X dans une composante connexe
U de NX . Montrons qu’alors tout chemin de U associe´ a` F̂Y est aussi associe´ a` F̂X . Soit α
′ ⊂ U
associe´ a` F̂Y . Relevons les chemins α et α
′ en α̂ ⊂ N̂Y et α̂′ ⊂ N̂Y . Choisissons un chemin γ̂
joignant l’origine de α̂ a` celle de α̂′. Le chemin F̂Y (γ̂) joint l’extre´mite´ de α̂ a` celle de α̂′. Comme
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les composantes connexes de N̂Y sont simplement connexes, on peut donc construire une famille
continue (α̂t)t∈[0,1] de chemins telle que α̂0 = α̂, α̂1 = α̂′ et pour tout t ∈ [0, 1], α̂t ait pour origine
γ̂(t) et pour extre´mite´ F̂Y
(
γ̂(t)
)
. Par projection, on obtient alors une famille continue (αt)t∈[0,1]
de chemins. Comme par hypothe`se α0 = α est associe´ a` F̂X , tous les chemins αt sont associe´s a`
F̂X . En particulier, le chemin α1 = α
′ est associe´ a` F̂X .
Proposition 2.7. La relation 4 est une relation d’ordre sur R.
De´monstration. Il est clair que la relation 4 est re´flexive. Montrons qu’elle est antisyme´trique.
Supposons (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ) et (Y, F̂Y ) 4 (X, F̂X). On en de´duit X = Y puis (X, F̂X) = (Y, F̂Y )
d’apre`s la remarque 2.5.
Enfin, montrons que 4 est transitive. Supposons (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ) et (Y, F̂Y ) 4 (Z, F̂Z). On
a donc :
X ⊂ Y ⊂
(
X ∪ piX
(
Fix(F̂X)
))
et Y ⊂ Z ⊂
(
Y ∪ piY
(
Fix(F̂Y )
))
puis X ⊂ Z ⊂
(
Y ∪ piY
(
Fix(F̂Y )
)) ⊂ (X ∪ piX(Fix(F̂X))),
en utilisant la remarque 2.4 pour obtenir la dernie`re inclusion. La proprie´te´ 2 est imme´diatement
ve´rifie´e.
Avant de poursuivre, revenons sur la remarque 1.16. Lorsque certaines composantes connexes
de NX sont home´omorphes a` l’anneau ou au tore, il n’y a pas unicite´, s’il existe, du rele`vement
(X, F̂X) ∈ R. Nous avons explique´ dans l’introduction que cela justifiait la pre´sence de la troisie`me
condition dans les conclusions du the´ore`me 0.1. Un exemple d’une telle situation est donne´ par
l’home´omorphisme F : C→ C de´fini par :
F (z) = e8i arctan(|z|)z.
L’ensemble X = Fix(F ) est la re´union du cercle unite´ et du point 0. On cherche un rele`vement
(X, F̂X) ∈ R : choisissons celui qui est associe´ a` la restriction a` NX de l’isotopie I de´finie par :
φ :
[0, 1]× C → C
(t, z) 7→ e8it arctan(|z|)z .
Ce rele`vement, simple a` construire, ve´rifie les deux premie`res conditions du the´ore`me 0.1 mais pas
la troisie`me.
Pour le voir, conside´rons par exemple le sous-ensemble Y = {0, 1} de X. Pour satisfaire la
troisie`me condition, il faudrait d’abord trouver un rele`vement (Y, F̂Y ) ∈ R. D’apre`s la remarque
1.16, NY n’e´tant home´omorphe ni a` l’anneau ni au tore, un tel rele`vement est unique. C’est donc
ne´cessairement celui qui est associe´ a` la restriction a` NY de l’isotopie J de´finie par :
ψ :
[0, 1]× C → C
(t, z) 7→ eit(8 arctan(|z|)−2pi)z .
Mais les chemins t 7→ φ(t,√3) = e 8itpi3 √3 et t 7→ ψ(t,√3) = e 2itpi3 √3 ne sont pas homotopes
a` extre´mite´s fixe´es dans NY . Le rele`vement (X, F̂X) ne ve´rifie donc pas la fin de la troisie`me
condition.
Cependant, l’isotopie J est mieux choisie que la pre´ce´dente car elle ve´rifie Fix(J) = X, ce
qui montre d’ailleurs que X est fortement non enlace´. A` la restriction de J a` NX est associe´ un
rele`vement (X, F̂ ′X). C’est celui que l’on obtient a` partir de la notion de non enlacement fort et le
seul a` ve´rifier la troisie`me condition du the´ore`me 0.1. On peut caracte´riser ce rele`vement : c’est le
seul qui appartient a` l’ensemble R′ suivant.
De´finition 2.8. On note R′ l’ensemble des couples (X, F̂X) ∈ R tels que pour tout sous-ensemble
ferme´ Y ⊂ X, il existe (Y, F̂Y ) ∈ R ve´rifiant (Y, F̂Y ) 4 (X, F̂X). La relation 4 de´finit un ordre
sur R′.
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Avant de poursuivre, et pour clarifier les ide´es, ve´rifions que l’unicite´ du rele`vement, qui a
motive´ l’introduction de R′, est bien une proprie´te´ ve´rifie´e dans R′.
Proposition 2.9. Soit X ⊂ Fix(F ) un sous-ensemble ferme´ non enlace´. On exclut les cas parti-
culiers suivants :
– M est l’anneau ou le tore et X est l’ensemble vide ;
– M est le disque et X un singleton ;
– M est la sphe`re et X est de cardinal 2.
Alors il existe au plus un rele`vement (X, F̂X) ∈ R′.
La de´monstration de ce re´sultat repose sur le lemme suivant :
Lemme 2.10. Soit X ⊂ M une partie ferme´e et Γ ⊂ NX un lacet. Alors Γ est homotope a` ze´ro
dans NX si et seulement si Γ est homotope a` ze´ro dans NZ pour toute partie finie Z ⊂ X.
De´monstration du lemme 2.10. Si Γ est homotope a` ze´ro dans NX , alors pour toute partie finie
Z ⊂ X on a NX ⊂ NZ donc Γ est homotope a` ze´ro dans NZ .
Re´ciproquement, supposons que pour toute partie finie Z ⊂ X, le lacet Γ est homotope a` ze´ro
dans NZ . Conside´rons une surface a` bord compacte connexe KΓ ⊂ NX contenant Γ. Comme M
est connexe, toute composante connexe de M \KΓ rencontre une composante de la frontie`re ∂KΓ
de KΓ. Par compacite´ de KΓ, les composantes connexes de M \KΓ sont donc en nombre fini. Pour
chaque composante connexe C de M \ KΓ rencontrant X, on choisit un point zC ∈ C ∩ X. On
note Z l’ensemble fini obtenu par re´union de ces points. Enfin, on note N la re´union de KΓ et des
composantes connexes de M \KΓ qui ne rencontrent pas C.
Conside´rons le reveˆtement universel pi : N̂Z → NZ de NZ et une composante connexe N̂ ⊂ N̂Z
de la pre´image deN par pi. Le lacet Γ se rele`ve a` N̂ en un chemin Γ̂ issu de ẑ qui est un lacet puisque,
par hypothe`se, Γ est homotope a` ze´ro dans NZ . Par ailleurs, remarquons que N̂ est simplement
connexe car s’il existait une composante connexe borne´e de N̂Z \ N̂ , elle se projetterait sur une
composante connexe de M \N ne rencontrant pas Z ce qui contredirait la construction de N et
Z. Le lacet Γ̂ est donc homotope a` ze´ro dans N̂ et son projete´ Γ est donc homotope a` ze´ro dans
N ⊂ NX donc dans NX .
De´monstration de la proposition 2.9. L’unicite´ de (X, F̂X) est imme´diate lorsque le groupe des
automorphismes du reveˆtement universel de NX est de centre trivial. Lorsque X est fini, cette
proprie´te´ est toujours ve´rifie´e ici compte tenu des cas particuliers que nous avons exclus.
Supposons maintenant X infini. Soient deux rele`vements (X, F̂X) ∈ R′ et (X, ĜX) ∈ R′.
Choisissons un point z ∈ NX et deux chemins α et β issus de z, le premier associe´ a` F̂X et le
second a` ĜX . Conside´rons maintenant le lacet Γ = α.β
−.
Pour tout sous-ensemble fini Z ⊂ X de cardinal au moins 3, par de´finition de R′, on peut
trouver (Z, F̂Z) ∈ R ve´rifiant (Z, F̂Z) 4 (X, F̂X) et (Z, ĜZ) ∈ R ve´rifiant (Z, ĜZ) 4 (X, ĜX).
Mais puisque Z est fini de cardinal au moins 3, le groupe des automorphismes du reveˆtement
universel de NZ est de centre trivial et F̂Z est donc unique d’ou` F̂Z = ĜZ . Les chemins α et β
sont donc tous deux associe´s a` F̂Z donc Γ est homotope a` ze´ro dans NZ .
Si Z ⊂ X est un sous-ensemble fini de cardinal infe´rieur ou e´gal a` 2, on peut trouver un
ensemble Z ′ fini de cardinal 3 ve´rifiant Z ⊂ Z ′ ⊂ X. D’apre`s ce qui pre´ce`de, Γ est homotope a`
ze´ro dans NZ′ donc dans NZ comme pre´ce´demment.
Nous pouvons donc utiliser le lemme 2.10 et en de´duire que Γ est homotope a` ze´ro dans NX
ce qui montre que α et β sont homotopes dans NX donc F̂X = ĜX .
2.2 Preuve du the´ore`me 0.1
Nous de´montrerons dans la partie 3 les re´sultats suivants concernant l’existence de rele`vements
maximaux.
Proposition 2.11. Soient F ∈ Homeo∗(M) et (X, F̂X) ∈ R. Alors il existe (Y, F̂Y ) ∈ R maximal
ve´rifiant (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ).
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Proposition 2.11’. Soient F ∈ Homeo∗(M) et (X, F̂X) ∈ R′. Alors il existe (Y, F̂Y ) ∈ R′
maximal dans R′ ve´rifiant (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ).
Pour prouver le the´ore`me 0.1, il reste a` montrer que les rele`vements maximaux permettent
l’utilisation du the´ore`me 0.4 c’est-a`-dire sont sans point fixe.
Proposition 2.12. Soit (X, F̂X) ∈ R. S’il existe un point y ∈ Fix(F ) \X dont les releve´s a` N̂X
sont des points fixes de F̂X , alors (X, F̂X) n’est pas maximal dans (R,4).
Plus pre´cise´ment, si l’on note Y = X∪{y}, il existe (Y, F̂Y ) ∈ R ve´rifiant (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ).
Proposition 2.12’. Soit (X, F̂X) ∈ R′. S’il existe un point y ∈ Fix(F ) \X dont les releve´s a` N̂X
sont des points fixes de F̂X , alors (X, F̂X) n’est pas maximal dans (R′,4).
Plus pre´cise´ment, si l’on note Y = X∪{y}, il existe (Y, F̂Y ) ∈ R′ ve´rifiant (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ).
Remarque 2.13. Comme F̂X commute avec les automorphismes du reveˆtement universel piX :
N̂X → NX , s’il fixe un releve´ a` N̂X d’un point y ∈ Fix(F ) \X, il les fixe tous.
Remarque 2.14. Conside´rons un rele`vement (X, F̂X) ∈ R′. D’apre`s la proposition 2.12 (respec-
tivement 2.12’), le rele`vement (X, F̂X) est maximal dans R (resp. dans R′) si et seulement si F̂X
est sans point fixe. Ainsi (X, F̂X) est maximal dans R si et seulement s’il est maximal dans R′.
Avant de de´montrer les propositions 2.12 et 2.12’ dans le paragraphe suivant, nous allons
prouver le the´ore`me 0.1. Nous nous appuyons pour cela sur les propositions 2.12’ de´montre´e ci-
apre`s et 2.11’ de´montre´e dans la partie 3. Signalons que pour obtenir la troisie`me condition dans
le the´ore`me 0.1, nous utilisons ces propositions et non pas les propositions 2.12 et 2.11 ; nous
donnerons cependant une preuve de l’ensemble de ces re´sultats.
De´monstration du the´ore`me 0.1. Conside´rons (∅, F˜ ) ∈ R′ ou` F˜ est le rele`vement associe´ a` I de F
au reveˆtement universel M˜ de M . D’apre`s la proposition 2.11’, il existe (X, F̂X) ∈ R′ maximal
et ve´rifiant (∅, F˜ ) 4 (X, F̂X), ce qui signifie que tout chemin associe´ a` F̂X est aussi associe´ a` F˜ .
De plus, d’apre`s la proposition 2.12’, F̂X n’a pas de point fixe. Enfin, la troisie`me assertion du
the´ore`me repose sur la de´finition de R′. En particulier, l’affirmation (a) est la traduction de la
proprie´te´ X ⊂
(
Y ∪ piY (Fix(F̂Y ))
)
.
2.3 E´le´ments maximaux de (R,4) et (R′,4)
L’objet de ce paragraphe est la preuve des propositions 2.12 et 2.12’. Celle-ci s’appuie sur la
proposition 2.15 qui de´coule du lemme d’Alexander mais dont nous donnerons une de´monstration
comple`te dans la partie 4. Il s’agit d’une formulation de la proposition 2.12 dans le langage des
isotopies restreintes. Pour de´duire les propositions 2.12 et 2.12’ de la proposition 2.15, nous allons
utiliser le the´ore`me d’Epstein (proposition 1.15, (P3) ⇒ (P1)). Signalons que notre preuve du
the´ore`me 0.1 fait appel au the´ore`me d’Epstein uniquement pour ces preuves des propositions 2.12
et 2.12’.
Proposition 2.15. Soient F ∈ Homeo∗(M) et (X, I) ∈ I une isotopie restreinte. Soit y ∈
Cont(I) \ Fix(I). Alors il existe une isotopie restreinte (X, I ′) ∈ I fixant y avec I ′ homotope a` I
relativement au comple´mentaire d’un compact de NX .
De´monstration de la proposition 2.12. Remarquons d’abord qu’il suffit de s’inte´resser a` la com-
posante connexe N de NX qui contient le point y. En effet, les autres composantes connexes
sont inchange´es lorsque l’on enle`ve y et leur reveˆtement universel est e´galement inchange´. Pour
simplifier les notations, nous supposons donc NX connexe.
Utilisons le the´ore`me d’Epstein. D’apre`s la proposition 1.15 et la remarque 1.16, il existe une
isotopie restreinte (X, IX) telle que (X, F̂X) soit associe´ a` (X, IX). D’apre`s la proposition 2.15,
on peut modifier (X, IX) pour obtenir une isotopie (X, JY ) qui fixe y. Conside´rons le rele`vement
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(X, F̂JY ) ∈ R associe´ a` l’isotopie restreinte (X, JY ). Comme F̂JY est un rele`vement de F|NX qui
fixe les releve´s de y, c’est F̂X .
Notons IY la restriction de JY a` NY et conside´rons le rele`vement (Y, F̂Y ) ∈ R associe´ a`
l’isotopie restreinte (Y, IY ). Il reste a` ve´rifier que l’on a bien (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ) :
1. par hypothe`se, Y = X ∪ {y} ve´rifie X ⊂ Y ⊂
(
X ∪ piX
(
Fix(F̂X)
))
;
2. soit z ∈ NY . Conside´rons le chemin IY (z) qui n’est autre que JY (z). Il est donc associe´ a`
F̂Y mais aussi a` F̂X , ce qui ache`ve la de´monstration d’apre`s la remarque 2.6.
Nous pouvons e´galement de´montrer facilement la proposition 2.12’ dans le cas particulier ou`
X est totalement discontinu. Cette situation est relativement simple car Y est alors fortement non
enlace´ (voir la remarque 1.18).
De´monstration de la proposition 2.12’ lorsque X est totalement discontinu. D’apre`s la proposition
1.15, il existe une isotopie restreinte (X, IX) ∈ I associe´e au rele`vement (X, F̂X). Comme les points
de X sont isole´s, cette isotopie se prolonge en une isotopie I de´finie sur M et fixant les points
de X. Par hypothe`se, les releve´s de y a` N̂X sont des points fixes de F̂X . D’apre`s la proposition 2.15
on peut modifier I en une isotopie J qui fixe les points de Y . A` la restriction a` NY de l’isotopie
J est associe´ un rele`vement (Y, F̂Y ) ∈ R.
Montrons que (Y, F̂Y ) appartient a` R′. En effet, pour tout sous-ensemble Z ⊂ Y , la restriction
de J a` NZ permet de de´finir un rele`vement (Z, F̂Z) ∈ R ve´rifiant (Z, F̂Z) 4 (Y, F̂Y ) puisque pour
tout point z ∈ NY , le chemin J(z) est associe´ a` F̂Y et a` F̂Z .
Inte´ressons-nous maintenant a` la proposition 2.12’ dans le cas ou` X n’est pas totalement
discontinu. Pour la de´montrer, nous allons utiliser les lemmes suivants :
Lemme 2.16. Soient (Z, F̂Z) et (Y, F̂Y ) deux e´le´ments de R ve´rifiant Z ⊂ Y ⊂
(
Z∪piZ
(
Fix(F̂Z)
))
.
On suppose de plus que l’ensemble Z contient un point y isole´ dans Y et que les composantes
connexes de NZ et de NY qui contiennent y dans leur adhe´rence ne sont home´omorphes ni a`
l’anneau ouvert, ni au disque.
Alors, tout anneau A ⊂ NY entourant y (c’est-a`-dire tel que A ∪ {y} soit un disque) contient
des chemins associe´s a` F̂Y . Ces chemins sont de plus associe´s a` F̂Z . Dans le cas particulier ou`
NY est connexe, cela signifie que l’on a (Z, F̂Z) 4 (Y, F̂Y ).
De´monstration. D’apre`s la proposition 1.15, on sait qu’il existe une isotopie (Z, IZ) telle que
(Z, F̂Z) soit associe´ a` (Z, IZ) et une isotopie (Y, IY ) telle que (Y, F̂Y ) soit associe´ a` (Y, IY ). Comme
y est un point de Z isole´ dans Y donc dans Z, le lacet β =
(
IY .(IZ)
−)(w) est contenu dans A si
l’on choisit w suffisamment proche de y. Choisissons un tel point w puis un lacet Γ ⊂ NY base´
en w et non homotope a` ze´ro dans NY ∪ {y}. Si l’on suppose que NY n’est home´omorphe ni a`
l’anneau ni au disque, un tel choix est possible puisque NY ∪{y} ne peut alors eˆtre home´omorphe
ni au disque ni a` la sphe`re.
On note CZ la composante connexe de NZ dont l’adhe´rence contient y ; elle contient e´galement
w. On note e´galement pi : ĈZ → CZ le reveˆtement universel de CZ et Ĝ le groupe des automor-
phismes de reveˆtement. Choisissons un rele`vement ŵ ∈ ĈZ de w et notons β̂ et Γ̂ les rele`vements
de β et Γ issus de ŵ. L’extre´mite´ de β̂ rele`ve w et s’e´crit donc sous la forme T̂ (ŵ) avec T̂ ∈ Ĝ.
De meˆme, l’extre´mite´ de Γ̂ s’e´crit Û(ŵ) avec Û ∈ Ĝ. Remarquons maintenant que IY de´finit dans
NY , donc dans NZ , et plus pre´cise´ment dans CZ , une homotopie entre Γ et F (Γ). L’isotopie (IZ)
−
de´finit ensuite une homotopie entre F (Γ) et Γ toujours dans CZ . En relevant a` ĈZ ces deux ho-
motopies successives, on obtient une homotopie libre entre Γ̂ et T̂ (Γ̂). Le long de cette homotopie,
l’origine de Γ̂ de´crit β̂ et son extre´mite´ Û(ŵ) de´crit Û(β̂) d’extre´mite´ Û ◦ T̂ (ŵ). Or l’extre´mite´ de
T̂ (Γ̂) est T̂ ◦ Û(ŵ) et on obtient ainsi Û ◦ T̂ (ŵ) = T̂ ◦ Û(ŵ) donc Û ◦ T̂ = T̂ ◦ Û .
Comme l’on suppose que CZ n’est home´omorphe ni au disque, ni a` l’anneau, on en de´duit que Û
et T̂ appartiennent a` un meˆme sous-groupe monoge`ne infini de Ĝ. Il existe donc (k, l) ∈ Z2\{(0, 0)}
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tel que T̂ k = Û l ce qui signifie que βk et Γl sont librement homotopes dans CZ donc dans CZ∪{y}.
Or β est homotope a` ze´ro dans CZ ∪ {y} puisque l’on a choisi w de sorte que β soit contenu dans
l’anneau A autour de y. En revanche, Γl n’est homotope a` ze´ro dans CZ ∪ {y} que si l = 0
([Eps66], Lemma 4.3) auquel cas T̂ k est l’identite´ avec k 6= 0 donc T̂ est l’identite´. Ainsi le lacet
β est homotope a` ze´ro dans CZ . On en de´duit que IY (w), qui est associe´ a` F̂Y , est homotope a`
extre´mite´s fixe´es dans CZ a` IZ(w) lui-meˆme associe´ a` F̂Z . Ainsi IY (w) est associe´ a` F̂Y et a` F̂Z .
Par connexite´ de l’anneau A, tout chemin contenu dans A et associe´ a` F̂Y sera e´galement associe´
a` F̂Z ce qui ache`ve la de´monstration.
Nous allons e´galement utiliser un lemme topologique qui repose sur des arguments du type
lemme d’Alexander :
Lemme 2.17. Soit D un disque ouvert contenu dans un ouvert N d’une surface M . Soient y et
y′ deux points de D. Soient α et β deux chemins contenus dans N \D, ayant meˆme origine z et
meˆme extre´mite´ z′.
Si α et β sont homotopes a` extre´mite´s fixe´es dans N \{y′}, alors ils sont homotopes a` extre´mite´s
fixe´es dans N \ {y}.
De´monstration. Soit φ : [0, 1]2 → N une homotopie entre α et β, a` valeurs dans N\{y′} c’est-a`-dire
ve´rifiant :
– pour tout t ∈ [0, 1], φ(0, t) = α(t) et φ(1, t) = β(t) ;
– pour tout s ∈ [0, 1], φ(s, 0) = z et φ(s, 1) = z′.
Comme D est ferme´, et α, β sont contenus dans son comple´mentaire, il existe  ∈]0, 1[ tel que
pour tout (s, t) ∈ ([0, ]∪ [1− , 1])× [0, 1] l’on ait φ(s, t) /∈ D. Par ailleurs, on peut construire une
isotopie (ψs)s∈[0,1] entre l’identite´ idN et elle-meˆme, a` support dans D, ve´rifiant :
∀s ∈ [, 1− ] ψs(y′) = y
Une construction plus de´taille´e de ce type d’application figure dans la partie 4. L’application
(s, t) 7→ ψs
(
φ(s, t)
)
re´alise une homotopie entre α et β dans N \ {y} car φ(s, t) ne vaut jamais y′
donc ψs
(
φ(s, t)
)
n’est jamais y.
Nous supposons ici que X n’est pas totalement discontinu, et en particulier que X est infini.
Dans la preuve de la proposition 2.12, nous avons en ge´ne´ral construit le seul rele`vement (Y, F̂Y )
possible sauf dans un cas bien particulier : lorsque la composante CX de NX contenant y est un
disque. En effet, dans ce cas, le groupe des automorphismes de reveˆtement de CY = CX \{y} n’est
pas de centre trivial (voir remarque 1.6).
Une premie`re e´tape de la preuve va consister a` choisir F̂Y convenablement lorsque CX est un
disque ; ce rele`vement F̂Y sera fourni par la proposition qui suit.
Proposition 2.18. Soient
(
X, F̂X
) ∈ R′ et y ∈ Fix(F ) \X tel que les releve´s de y a` N̂X soient
des points fixes de F̂X . On suppose X de cardinal supe´rieur ou e´gal a` 2, on note CX la composante
connexe de NX contenant y et CY = CX \ {y}.
Alors, il existe un unique rele`vement (Y, F̂Y ) ∈ R ve´rifiant :
1.
(
X, F̂X
)
4
(
Y, F̂Y
)
;
2. pour tout sous-ensemble fini Z1 ⊂ X de cardinal supe´rieur ou e´gal a` 2, en notant Z = Z1∪{y}
et (Z, F̂Z) ∈ R l’unique rele`vement correspondant, tout chemin de CY associe´ a` F̂Y est
associe´ a` F̂Z .
De´monstration. Commenc¸ons par ve´rifier, pour tout sous-ensemble Z1 ⊂ X de cardinal supe´rieur
ou e´gal a` 2, l’existence et l’unicite´ d’un rele`vement
(
Z, F̂Z
) ∈ R ou` l’on a pose´ Z = Z1 ∪ {y}.
D’apre`s l’hypothe`se
(
X, F̂X
) ∈ R′, il existe (Z1, F̂Z1) ∈ R ve´rifiant (Z1, F̂Z1) 4 (X, F̂X). On en
de´duit, puisque les releve´s de y sont des points fixes de F̂X , qu’ils sont e´galement points fixes de
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F̂Z1 (voir remarque 2.4) d’ou` l’existence de
(
Z, F̂Z
) ∈ R d’apre`s la proposition 2.12. L’unicite´ de(
Z, F̂Z
)
provient quant a` elle de la remarque 1.6 car Z est fini de cardinal supe´rieur ou e´gal a` 3.
Nous allons maintenant proce´der en deux e´tapes. Dans un premier temps, nous allons montrer
que pour tout sous-ensemble fini Z1 ⊂ X de cardinal supe´rieur ou e´gal a` 2, en posant Z = Z1∪{y},
il existe un unique rele`vement
(
Y, F̂Y
) ∈ R ve´rifiant (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ) et tout chemin de CY
associe´ a` F̂Y est associe´ a` F̂Z . Dans un second temps, nous montrerons que ce rele`vement
(
Y, F̂Y
)
ne de´pend pas de Z1 ; la de´monstration sera alors acheve´e.
Construction de
(
Y, F̂Y
)
pour un sous-ensemble fini Z1 ⊂ X fixe´, de cardinal supe´-
rieur ou e´gal a` 2. Remarquons que l’on peut travailler inde´pendamment sur chaque composante
connexe de NX . Sur le reveˆtement universel des composantes connexes de NX autres que CX , la
premie`re condition impose de choisir F̂Y co¨ıncidant avec F̂X autrement dit l’on de´finit F̂Y a` partir
des chemins associe´s a` F̂X qui seront e´galement associe´s a` F̂Y .
Inte´ressons-nous maintenant a` CX et distinguons deux cas :
• si CX n’est pas home´omorphe au disque, l’existence de
(
Y, F̂Y
) ∈ R ve´rifiant (X, F̂X) 4(
Y, F̂Y
)
est assure´e par la proposition 2.12 et son unicite´ par la remarque 1.6. Par ailleurs,
le lemme 2.16 applique´ a`
(
Z, F̂Z
)
,
(
Y, F̂Y
)
et au point isole´ y assure l’existence de chemins
de CY associe´s a` F̂Y et a` F̂Z .
• si CX est home´omorphe au disque, utilisons la proposition 1.15 : il existe une isotopie res-
treinte (Z, JZ) telle que (Z, F̂Z) soit associe´ a` (Z, JZ). Si w ∈ CX est suffisamment proche
de y isole´ dans Z, alors JZ(w) est contenu dans l’anneau CY . Parmi les rele`vements F̂Y
possibles (il en existe d’apre`s la proposition 2.12), on choisit celui associe´ a` JZ(w) et on
obtient la proprie´te´ recherche´e.
Le rele`vement
(
Y, F̂Y
)
construit ne de´pend pas de Z1. Cette proprie´te´ est imme´diate
lorsque CX n’est pas home´omorphe au disque, puisque l’on a alors unicite´ d’un rele`vement
(
Y, F̂Y
)
ve´rifiant
(
X, F̂X
)
4
(
Y, F̂Y
)
(remarque 1.6). Nous allons maintenant chercher a` la de´montrer
lorsque CX est home´omorphe au disque.
Soient Z1 ⊂ X et Z ′1 ⊂ X deux sous-ensembles finis de cardinaux supe´rieur ou e´gal a` 2. On
note Z = Z1∪{y}, Z ′ = Z ′1∪{y} puis Z ′′1 = Z1∪Z ′1 et Z ′′ = Z ′′1 ∪{y}. La construction pre´ce´dente
fournit trois rele`vements
(
Y, F̂Y
)
,
(
Y, F̂ ′Y
)
et
(
Y, F̂ ′′Y
)
tels que les chemins de CY associe´s a` F̂Y , F̂
′
Y
et F̂ ′′Y soient e´galement associe´s respectivement a` F̂Z , F̂Z′ et F̂Z′′ . D’apre`s le lemme 2.16 applique´
a`
(
Z, F̂Z
)
et
(
Z ′′, F̂Z′′
)
d’une part, a`
(
Z ′, F̂Z′
)
et
(
Z ′′, F̂Z′′
)
d’autre part, le point isole´ e´tant y,
on a
(
Z, F̂Z
)
4
(
Z ′′, F̂Z′′
)
et
(
Z ′, F̂Z′
)
4
(
Z ′′, F̂Z′′
)
. Un chemin de CY associe´ a` F̂
′′
Y est associe´ a`
F̂Z′′ mais il est donc e´galement associe´ a` F̂Z et F̂Z′ donc a` F̂Y et F̂
′
Y d’apre`s la construction de
F̂Y et F̂
′
Y . On en de´duit F̂
′
Y = F̂Y comme espe´re´.
Nous pouvons maintenant de´montrer la proposition 2.12’.
De´monstration de la proposition 2.12’ dans le cas ge´ne´ral. On suppose iciX infini, le cas fini ayant
de´ja` e´te´ traite´. La proposition 2.18 fournit un rele`vement
(
Y, F̂Y
)
bien de´termine´. Nous conside´rons
de´sormais ce rele`vement.
Nous pouvons maintenant ve´rifier que (Y, F̂Y ) appartient a` R′. Conside´rons donc un sous-
ensemble ferme´ Z de Y = X ∪ {y} et montrons l’existence de (Z, F̂Z) ∈ R ve´rifiant (Z, F̂Z) 4
(Y, F̂Y ). Il n’est pas restrictif de supposer que Z est de cardinal supe´rieur ou e´gal a` 3. En effet,
si Z est de cardinal au plus 2, on peut choisir Z ′ de cardinal 3 ve´rifiant Z ⊂ Z ′ ⊂ Y . Si l’on
sait construire (Z ′, F̂Z′) ∈ R ve´rifiant (Z ′, F̂Z′) 4 (Y, F̂Y ), alors Z ′ est fortement non enlace´ (et
F̂Z′ est unique) et on peut donc trouver (Z, F̂Z) ∈ R ve´rifiant (Z, F̂Z) 4 (Z ′, F̂Z′) 4 (Y, F̂Y ). On
conside`re donc Z de cardinal supe´rieur ou e´gal a` 3. Deux cas se pre´sentent.
Le premier cas est celui ou` Z est un sous-ensemble ferme´ de X. Dans ce cas, puisque (X, F̂X)
appartient a` R′, il existe (Z, F̂Z) ∈ R ve´rifiant (Z, F̂Z) 4 (X, F̂X) et par transitivite´ (Z, F̂Z) 4
(Y, F̂Y ).
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Le deuxie`me cas est celui ou` Z est de la forme Z = Z1 ∪ {y} avec Z1 sous-ensemble ferme´
de X. On note CZ1 la composante connexe de NZ1 qui contient y et CZ = CZ1 \ {y} . Comme
pre´ce´demment, puisque
(
X, F̂X
)
appartient a` R′, on sait qu’il existe (Z1, F̂Z1) ∈ R ve´rifiant
(Z1, F̂Z1) 4 (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ). La proposition 2.12 assure l’existence d’un rele`vement
(
Z, F̂Z
) ∈ R
ve´rifiant
(
Z1, F̂Z1
)
4
(
Z, F̂Z
)
. On a vu qu’il y a en ge´ne´ral unicite´ de ce rele`vement sauf dans le
cas particulier ou` CZ est home´omorphe a` l’anneau et il faut alors choisir F̂Z convenablement. Soit
A ⊂ CY un anneau autour de y, de sorte que A∪{y} soit un disque. Lorsque CZ est home´omorphe
a` l’anneau, on choisit le reveˆtement F̂Z tel que les chemins contenus dans A et associe´s a` F̂Y (il
en existe) soient associe´s a` F̂Z .
Il faut maintenant ve´rifier que l’on a (Z, F̂Z) 4 (Y, F̂Y ). D’apre`s la remarque 2.6, il suffit
de montrer que dans chaque composante de NY , il existe un chemin associe´ a` F̂Y et F̂Z . Plus
pre´cise´ment, il suffit de montrer ce re´sultat dans chaque composante connexe de CZ ∩ NX . En
effet, par construction de F̂Z , dans les composantes connexes de NZ autres que CZ , les chemins
associe´s a` F̂Z sont les chemins associe´s a` F̂Z1 qui ve´rifie (Z1, F̂Z1) 4 (Y, F̂Y ).
1. Inte´ressons-nous d’abord a` la composante connexe U∗ = CX de CZ ∩ NX bordant y.
Plusieurs cas se pre´sentent :
(a) si CZ est home´omorphe a` l’anneau, on a choisi F̂Z de sorte que U
∗ contienne un chemin
adapte´ a` F̂Y et a` F̂Z ;
(b) si CZ n’est pas home´omorphe a` l’anneau, on conside`re un sous-ensemble fini W1 ⊂ Z1
de cardinal au moins 2 et on note W = W1 ∪ {y}. Conside´rons un anneau A ⊂ NY
autour de y (tel que A ∪ {y} soit un disque). On sait qu’il existe un unique rele`vement
(W, F̂W ) ∈ R et que A contient un chemin α associe´ a` F̂W .
Conside´rons tout d’abord l’inclusion W ⊂ Z avec W contenant y isole´ dans Z, CZ non
home´omorphe a` l’anneau, de meˆme que la composante connexe de NW bordant y (car
W1 est fini de cardinal au moins 2). Le lemme 2.16 assure que α est associe´ a` F̂Z .
Conside´rons ensuite l’inclusion W ⊂ Y . D’apre`s la proposition 2.18, α est aussi associe´
a` F̂Y . On a obtenu un chemin α ∈ U∗ associe´ a` F̂Z et F̂Y .
2. Inte´ressons-nous maintenant aux autres composantes connexes de CZ ∩ NX et choisissons
donc une composante connexe U de CZ ∩NX autre que U∗. D’apre`s la proposition 1.15, il
existe une isotopie restreinte (Y, IY ) associe´e a` F̂Y . Il faut montrer que IY (z) est e´galement
associe´e a` F̂Z , pour un point z ∈ U .
Pour cela, conside´rons un point w ∈ ∂U accessible par un arc simple β a` valeurs dans
U (voir figure 1). On conside`re de meˆme un point w′ ∈ ∂U∗ distinct de w et accessible
par un arc simple β′ a` valeurs dans U∗ issu de y. Notons W1 = Z1 ∪ {w,w′} et W =
Z ∪ {w,w′} = Z1 ∪ {w,w′, y}. Puisque (X, F̂X) appartient a` R′, il existe (W1, F̂W1) ∈
R ve´rifiant (W1, F̂W1) 4 (X, F̂X). La proposition 2.12 assure l’existence d’un rele`vement
(W, F̂W ) ∈ R ve´rifiant
(
W1, F̂W1
)
4
(
W, F̂W
)
. Il existe comme pre´ce´demment une isotopie
restreinte (W, IW ) associe´e a` (W, F̂W ) (qui se prolonge en (W1, IW1) associe´e a` F̂W1).
Si z ∈ β est suffisamment proche de w, alors les deux arcs IY (z) et IW (z) sont disjoints de
β′. On peut alors trouver un disque ouvert D ⊂ NX ve´rifiant w′ ∈ ∂D et β′ ⊂
(
D∪{w′}) et
tel que IX(z) et IW (z) ne rencontrent pas D. Or on a (W1, F̂W1) 4 (X, F̂X) donc IY (z) est
homotope dans NW1 a` IW (z). Si y
′ ∈ β′ est suffisamment proche de w′, IY (z) et IW (z) sont
homotopes dans NW1 \ {y′}. D’apre`s le lemme 2.17, les chemins IY (z) et IW (z) sont donc
homotopes a` extre´mite´s fixe´es dans NW1 \{y} = NW . Or IW (z) est associe´ a` F̂W donc IY (z)
l’est aussi. Ainsi, on a bien trouve´ un chemin IY (z) associe´ a` F̂Y et F̂Z comme attendu.
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Figure 1 – De´monstration de la proposition 2.12’
3 Existence de rele`vements maximaux
3.1 Suites croissantes de (R,4)
Ce paragraphe est consacre´ a` la de´monstration des propositions 2.11 et 2.11’. L’existence de
rele`vements maximaux dans (R,4) repose sur le lemme de Zorn. L’essentiel des difficulte´s consiste
a` montrer la proposition suivante :
Proposition 3.1. Soit F ∈ Homeo∗(M) et soit
(
Xn, F̂n
)
n∈N une suite strictement croissante
dans (R,4). Alors la suite admet un majorant (X∞, F̂∞) ∈ R ve´rifiant X∞ = ⋃
n∈N
Xn.
Proposition 3.1’. Soit F ∈ Homeo∗(M) et soit
(
Xn, F̂n
)
n∈N une suite strictement croissante
dans (R′,4). Alors la suite admet un majorant (X∞, F̂∞) ∈ R′ ve´rifiant X∞ = ⋃
n∈N
Xn.
De´monstration de la proposition 2.11. Rappelons que l’on suppose donne´ (X, F̂X) ∈ R. On utilise
le lemme de Zorn avec l’ensemble E des rele`vements (Y, F̂Y ) ∈ R qui ve´rifient (X, F̂X) 4 (Y, F̂Y ).
On va donc montrer queR est inductif. Soit F = (Yj , F̂j)j∈J une famille de E totalement ordonne´e.
Si F contient un e´le´ment maximal, la de´monstration est acheve´e. Sinon, l’ensemble Y = ⋃
j∈J
Yj
est distinct de chaque Yj d’apre`s la remarque 2.5. Comme M est se´parable, on peut trouver une
suite croissante d’ensembles finis (Xn)n∈N ve´rifiant :⋃
n∈N
Xn ⊂ Y et
⋃
n∈N
Xn = Y .
Or, F est totalement ordonne´e. Pour tout entier n ∈ N, comme Xn est fini et contenu dans
Y , il existe donc un ensemble Yjn contenant Xn. Nous allons maintenant extraire de la suite(
Yjn , F̂jn
)
n∈N une sous-suite strictement croissante dans (R,4).
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Pour tout entier n ∈ N, puisque Yjn est distinct de Y , il existe un entier m > n tel que l’on
n’ait pas Xm ⊂ Yjn , ni a fortiori Yjm ⊂ Yjn . Comme F est totalement ordonne´e, on en de´duit(
Yjn , F̂jn
)
4
(
Yjm , F̂jm
)
avec Yjn 6= Yjm . Il existe donc une sous-suite
(
Yjϕ(n) , F̂jϕ(n)
)
n∈N de la suite(
Yjn , F̂jn
)
n∈N, strictement croissante dans (R,4). D’apre`s la proposition 3.1, cette sous-suite est
majore´e par un e´le´ment de la forme
(
Y , F̂∞
) ∈ R.
Il reste a` ve´rifier que
(
Y , F̂∞
)
majore bien tous les e´le´ments de F . Soit (Y ′, F̂ ′) ∈ F un tel
e´le´ment. Si on avait Xn ⊂ Y ′ pour tout n ∈ N, on aurait aussi Y ⊂ Y ′, ce dernier ensemble e´tant
ferme´. Comme F est totalement ordonne´e, (Y ′, F̂ ′) serait alors un e´le´ment maximal de F , ce qui
contredit l’hypothe`se. Il existe donc un entier n ∈ N tel que l’on n’ait pas Xn ⊂ Y ′ ce qui entraˆıne(
Y ′, F̂ ′
)
4
(
Yjn , F̂jn
)
4
(
Y∞, F̂∞
)
. Le rele`vement
(
Y∞, F̂∞
)
est bien un majorant de F .
De´monstration de la proposition 2.11’. La de´monstration est identique a` celle de la proposition
2.11 en remplac¸ant R par R′ et en utilisant la proposition 3.1’ au lieu de la proposition 3.1.
Nous allons maintenant de´montrer la proposition 3.1. Une partie de la preuve (le lemme 3.3)
sera reporte´e au paragraphe suivant.
De´monstration de la proposition 3.1. Introduisons l’ensemble
X∞ =
⋃
n∈N
Xn et son comple´mentaire N∞ = M \X∞.
Le reveˆtement universel de N∞ est obtenu par re´union des reveˆtements universels de chaque
composante connexe de N∞. De plus, M. Brown et J.M. Kister [BK84] ont montre´ que F fixe les
composantes connexes de N∞. 3 Il suffit donc de de´finir F̂∞ sur chaque composante connexe de
N∞.
Plac¸ons-nous dans une composante connexe N ′∞ de N∞. On peut alors e´crire N
′
∞ comme la
re´union d’une suite croissante de surfaces a` bord, compactes et connexes : N ′∞ =
⋃
n∈NM
′
n, par
exemple parce que M est de´nombrable a` l’infini et triangulable (the´ore`me de Rado´ [Rad25] ou
[Moi77] page 60) et tout compact rencontre un nombre fini de triangles. De plus, M\M ′n a toujours
un nombre fini de composantes connexes. Ensuite, pour tout n ∈ N, nous notons Mn la re´union
de M ′n et des composantes connexes de M\M ′n qui ne rencontrent pas X∞. Ainsi, d’une part N ′∞
est la re´union croissante des sous-varie´te´s connexes a` bord Mn, d’autre part chaque composante
connexe de M\Mn rencontre X∞. Quitte a` extraire une sous-suite, on peut e´galement supposer
F (Mn) ⊂Mn+1.
Les composantes connexes de M \Mn sont en nombre fini et chacune intersecte X∞. Il existe
donc une suite extraite
(
Xϕ(n)
)
n∈N telle que pour tout n ∈ N, chaque composante connexe de
M\Mn intersecte au moins un point de Xϕ(n). Pour e´viter d’alourdir inutilement les notations,
nous pouvons remplacer la suite (Xn, F̂n) par la suite
(
Xϕ(n), F̂ϕ(n)
)
n∈N
ou en d’autres termes
supposer que les composantes connexes de M\Mn contiennent chacune au moins un point de Xn.
Pour tout n ∈ N, on introduit e´galement Nn = M\Xn et pin : N̂n → Nn son reveˆtement
universel. Enfin, on choisit arbitrairement un point de la pre´-image de M0 par pin et pour tout
m ∈ N, on note M̂nm ⊂ N̂n la composante connexe de la pre´-image de Mm par pin contenant ce
point.
Remarque 3.2. Si n ≥ m, la composante M̂nm est une surface a` bord dont les bords sont des
droites (ou un cercle dans le cas particulier ou` Mm est un disque). De fait, M̂
n
m est simplement
connexe. En effet, N̂n est simplement connexe et toutes les composantes connexes de M\Mm
contiennent un point de Xm et donc de Xn.
3. Dans le cas particulier qui nous inte´resse, on peut rede´montrer ce re´sultat facilement. En effet, supposons par
l’absurde qu’il existe un point x ∈ N∞ tel que x et F (x) soient dans deux composantes distinctes U et V de N∞.
On peut alors choisir trois arcs disjoints (sauf en x) dans U ∪X∞ de x vers trois points de X∞ dont l’ordre cyclique
de´termine l’orientation pre`s de x. Les images dans V ∪X∞ de ces arcs de´terminent une orientation oppose´e pre`s
de F (x) ce qui contredit que F pre´serve l’orientation.
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Nous avons vu pre´ce´demment que s’il existe un rele`vement (Y, F̂Y ) ∈ R, tout lacet de NY
est librement homotope a` son image (proposition 1.15). Une premie`re e´tape de la preuve de la
proposition 3.1 sera de prouver le re´sultat a priori plus faible suivant que nous allons admettre
momentane´ment.
Lemme 3.3. Pour tout lacet Γ ⊂ N ′∞, il existe une homotopie libre dans N ′∞ entre Γ et F (Γ)
qui, pour tout n ∈ N, est associe´e a` F̂n.
Achevons la preuve de la proposition 3.1 et construisons le rele`vement F̂∞. Choisissons un lacet
Γ ⊂ N ′∞ base´ en un point z ∈ N ′∞. D’apre`s le lemme 3.3, il existe une homotopie libre entre Γ et
F (Γ) qui, pour tout n ∈ N, soit associe´e a` F̂n. Notons α le chemin de´crit par z le long de cette
homotopie. Nous allons montrer que ce chemin est adapte´ a` X∞.
Pour cela, conside´rons un lacet γ ⊂ N ′∞ base´ en z. Il existe un entier n ∈ N tel que les lacets γ
et F (γ) ainsi que le chemin α soient tous contenus dans Mn. Choisissons un rele`vement ẑn ∈ M̂nn
de z a` N̂n. Alors les lacets γ et α.F (γ).α
− se rele`vent en deux chemins issus de ẑn entie`rement
contenus dans M̂n. Or α, associe´ a` F̂n, est donc adapte´ a` Xn d’apre`s la proposition 1.12. Il en
re´sulte que les lacets γ et α.F (γ).α− sont homotopes dans Nn. Leurs rele`vements dans N̂n d’origine
ẑn ont donc meˆme extre´mite´. Comme M̂n est simplement connexe d’apre`s la remarque 3.2, ils sont
homotopes dans M̂n a` extre´mite´s fixe´es. Cette homotopie se projette sur une homotopie dans Mn
donc dans N ′∞ entre les lacets γ et α.F (γ).α
−. Nous avons bien montre´ que α est adapte´ a` X∞.
La proposition 1.12 assure l’existence de F̂∞ et le chemin α sera associe´ a` F̂∞. Il reste a` ve´rifier,
pour tout n ∈ N, la relation (Xn, F̂n) 4 (X∞, F̂∞). Pour cela, conside´rons un entier n ∈ N ; des
inclusions
∀p ≥ n Xp ⊂
(
Xn ∪ piXn(Fix(F̂n))
)
,
on tire Xn ⊂ X∞ ⊂
(
Xn ∪ piXn(Fix(F̂n))
)
.
Par ailleurs, le chemin α est associe´ a` F̂∞ et a` F̂n, ce qui montre (Xn, F̂n) 4 (X∞, F̂∞) graˆce a` la
remarque 2.6.
De´monstration de la proposition 3.1’. Il faut maintenant montrer que si l’on suppose que pour
tout entier n le rele`vement (Xn, F̂n) appartient a` R′, alors (X∞, F̂∞) que l’on vient de construire
appartient lui aussi a` R′. Pour cela, conside´rons un sous-ensemble ferme´ Y ⊂ X∞. Il suffit de
montrer que le chemin α est adapte´ a` Y . En utilisant la proposition 1.12, on en de´duira qu’il
existe un rele`vement (Y, F̂Y ) ∈ R et on pourra ve´rifier (Y, F̂Y ) 4 (X∞, F̂∞).
Soit un lacet Γ ⊂ NY base´ en z, origine de α. Notons ∆ le lacet α.F (Γ).α−. Comme ∆ est
compact et Y est ferme´, on peut construire un voisinage compact de ∆ qui ne rencontre pas Y et
qui est une varie´te´ a` bord. Notons M ′ la varie´te´ a` bord obtenue en re´unissant ce voisinage avec les
composantes connexes de son comple´mentaire qui ne rencontrent pas Y . Remarquons que M \M ′
a un nombre fini de composantes connexes. On choisit un point xi ∈
⋃
j∈NXj dans chacune de ces
composantes connexes ; on obtient une famille finie (xi)1≤i≤p. Il existe donc j0 ∈ N tel que Xj0
contienne tous les (xi)1≤i≤p. Comme α est adapte´ a` Xj0 , les lacets Γ et ∆ sont homotopes dans
Nj0 = M \Xj0 .
Notons pij0 : N̂j0 → Nj0 le reveˆtement universel de Nj0 . Relevons Γ a` N̂j0 en un chemin Γ̂ et
relevons ensuite ∆− en ∆̂− a` partir de l’extre´mite´ de Γ̂. Puisque Γ et ∆ sont homotopes dans Nj0 ,
Γ̂.∆̂− est un lacet. On note M̂ ′ la composante connexe de pi−1j0 (M
′) qui contient Γ̂. Par construction
de M ′ et de la famille (xi)1≤i≤p, l’ensemble M̂ ′ est simplement connexe. Le lacet Γ̂.∆̂− est donc
contractile dans M̂ ′. De plus, M̂ ′ ne rencontre pas la pre´image par pij0 de Y \ Xj0 . Il en re´sulte
que Γ̂.∆̂− est contractile dans la pre´image de NY donc Γ.∆ est contractile dans NY . On a montre´,
comme annonce´, que α est adapte´ a` Y d’ou` l’existence d’un rele`vement (Y, F̂Y ) ∈ R d’apre`s la
proposition 1.12.
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Nous voulons montrer (Y, F̂Y ) 4 (X∞, F̂∞). En utilisant la remarque 2.6 sachant que α est
adapte´ a` Y et a` X∞, il reste a` montrer :
Y ⊂ X∞ ⊂
(
Y ∪ piY (Fix(F̂Y ))
)
et plus pre´cise´ment la seconde inclusion. Par continuite´ de F̂Y , cela revient a` montrer :
∀n ∈ N Xn ⊂
(
Y ∪ piY (Fix(F̂Y ))
)
Conside´rons donc un entier n ∈ N et un point x ∈ Xn\(Xn∩Y ) et montrons x ∈ piY (Fix(F̂Y )).
Pour cela, conside´rons un chemin β ⊂ NY de z vers x et le lacet γ = β−.α.F (β) base´ en x. On
va faire le meˆme raisonnement que ci-dessus. On commence par conside´rer un voisinage compact
de γ dans NY et la varie´te´ a` bord M
′′ obtenue en re´unissant ce voisinage avec les composantes
connexes de son comple´mentaire qui ne rencontrent pas Y . Dans chaque composante connexe de
M \M ′′, on choisit un point x′i ∈
⋃
j∈NXj et on obtient une famille finie (x
′
i)1≤i≤p. On note Y
′
l’ensemble des points (x′i)1≤i≤p et on choisit m ≥ n ve´rifiant Y ′ ⊂ Xm.
Puisque (Xm, F̂Xm) appartient a`R′, il existe un rele`vement F̂Y ′ ve´rifiant
(
Y ′, F̂Y ′
)
4
(
Xm, F̂Xm
)
.
Soit x̂′ ∈ N̂Y ′ un releve´ de x. De
(
Y ′, F̂Y ′
)
4
(
Xm, F̂Xm
)
, on de´duit F̂Y ′(x̂
′) = x̂′. Relevons β
et α a` N̂Y ′ en β̂ d’extre´mite´ x̂
′ et α̂ de meˆme origine que β̂. Comme α est associe´ a` F̂Y ′ , le lacet
γ se rele`ve a` N̂Y ′ en γ̂ = β̂
−.α̂.F̂Y ′(β̂) d’extre´mite´ F̂Y ′(x̂′) = x̂′. C’est donc un lacet et γ est
homotopiquement trivial dans NY ′ .
Enfin, remarquons comme pre´ce´demment que, par construction de Y ′, la composante connexe
M̂ ′′ de pi−1Y ′ (M
′′) qui contient γ̂ est simplement connexe et ne rencontre pas la pre´image de de
Y \ (Y ∩ Y ′) par piY ′ . Ainsi γ̂ est contractile dans la pre´image de NY et γ est contractile dans
NY . Pour tout releve´ x̂ ⊂ N̂Y de x, on peut relever γ en un lacet de N̂Y d’origine x̂. Comme α
est associe´ a` F̂Y , on en de´duit F̂Y (x̂) = x̂ ce qui ache`ve la de´monstration.
3.2 Homotopie entre tout lacet et son image
Pour de´montrer le lemme 3.3, nous allons avoir besoin d’un lemme pre´liminaire.
Lemme 3.4. Soit Γ ⊂ N ′∞ un lacet non contractile base´ en un point z ∈ M . On se donne un
entier m suffisamment grand pour que les proprie´te´s suivantes soient ve´rifie´es :
– les lacets Γ, F (Γ), F 2(Γ) sont inclus dans Mm ;
– il existe un chemin δ joignant z a` F (z) tel que δ et F (δ) sont inclus dans Mm.
Alors il existe une homotopie libre φm de Γ a` F (Γ) a` support dans Mm et associe´e a` F̂m.
De´monstration. Notons Ĝm le groupe des automorphismes de reveˆtement du reveˆtement universel
pim : N̂m → Nm. Conside´rons un rele`vement Γ̂ de Γ a` N̂m issu d’un releve´ ẑ ∈ M̂mm de z et
commenc¸ons par montrer que Γ̂ n’est pas un lacet.
Par l’absurde, si c’e´tait le cas, alors Γ̂ serait un lacet contenu dans M̂mm qui est simplement
connexe d’apre`s la remarque 3.2. Ainsi Γ serait contractile dans Mm, ce qui contredit les hypothe`ses
du lemme. Ainsi Γ̂ n’est pas un lacet. Il en re´sulte que le chemin Γ̂ joint ẑ a` un point de la forme
T̂ (ẑ), ou` T̂ ∈ Ĝm est distinct de l’identite´.
Montrons maintenant que F̂m(Γ̂) est contenu dans M̂
m
m et donc en particulier que F̂m(ẑ)
appartient a` M̂mm . Par hypothe`se, Γ̂ est inclus dans M̂
m
m . On en de´duit que T̂ (ẑ) ∈ M̂mm , et donc
que T̂ (M̂mm ) = M̂
m
m . Notons δ̂ le rele`vement de δ a` N̂m d’extre´mite´ F̂m(ẑ). L’origine de δ̂ s’e´crit
Ŝ(ẑ), ou` Ŝ ∈ Ĝm (voir la partie gauche de la figure 2). La composante connexe de pi−1(Mm)
qui contient F̂m(ẑ) est donc Ŝ(M̂
m
m ). Nous allons supposer que Ŝ(M̂
m
m ) 6= M̂mm et aboutir a` une
contradiction.
Par hypothe`se, nous savons que F̂m(Γ̂) est inclus dans Ŝ(M̂
m
m ). Puisque F̂m(Γ̂) joint F̂m(ẑ)
a` F̂m ◦ T̂ (ẑ) = T̂ ◦ F̂m(ẑ), on en de´duit que T̂ stabilise Ŝ(M̂mm ). Pour les meˆmes raisons, cet
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Ŝ(ẑ)
F̂m(ẑ)
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Figure 2 – De´monstration du lemme 3.4
automorphisme stabilise e´galement Ŝ2(M̂mm ). En effet, F̂
2
m(Γ̂) joint F̂
2
m(ẑ) a` F̂
2
m ◦ T̂ (ẑ) = T̂ ◦ F̂ 2m(ẑ)
et est inclus dans une composante connexe de pi−1(Mm) ; il faut montrer que c’est Ŝ2(M̂mm ). Il
suffit pour cela de remarquer que F̂ 2m(ẑ) appartient a` Ŝ
2(M̂mm ). En effet, par hypothe`se, on sait que
F̂m(δ̂) appartient a` une composante connexe de pi
−1(Mm), que son origine F̂m ◦ Ŝ(ẑ) = Ŝ ◦ F̂m(ẑ)
est incluse dans Ŝ2(M̂mm ) et que son extre´mite´ est F̂
2
m(ẑ).
Puisque Mm est une surface a` bord, toute composante connexe γ de la pre´image pi
−1
m (∂Mm)
de la frontie`re de Mm est une droite topologique proprement plonge´e dans N̂m et son stabilisateur
dans Ĝm est un groupe monoge`ne infini Ĝ(γ). De plus pour tout Û ∈ Ĝm, s’il existe un entier r 6= 0
tel que Ûr ∈ Ĝ(γ), alors Û ∈ Ĝ(γ). Ceci implique que si γ′ est une autre composante connexe de
de pi−1m (∂Mm), alors Ĝ(γ) = Ĝ(γ
′) ou Ĝ(γ) ∩ Ĝ(γ′) = {idN̂m}. Il existe une composante connexe
α̂ de la frontie`re de M̂mm qui se´pare l’inte´rieur de M̂
m
m de Ŝ(M̂
m
m ). On sait alors que β̂ = Ŝ(α̂) est
la composante connexe de la frontie`re de Ŝ(M̂mm ) qui se´pare l’inte´rieur de Ŝ(M̂
m
m ) de Ŝ
2(M̂mm ).
L’automorphisme T̂ , stabilisant M̂mm et Ŝ(M̂
m
m ), stabilise e´galement α̂. De meˆme, puisqu’il stabilise
Ŝ(M̂mm ) et Ŝ
2(M̂mm ), il stabilise e´galement β̂. De T̂ 6= idN̂m , on de´duit Ĝ(α) = Ĝ(β).
Puisque Ĝ(β) est l’image de Ĝ(α) par l’automorphisme inte´rieur Û 7→ Ŝ ◦ Û ◦ Ŝ−1, cet auto-
morphisme laisse invariant Ĝ(α). Ainsi, si Û est un ge´ne´rateur de Ĝ(α), alors Ŝ ◦ Û ◦ Ŝ−1 en est
e´galement un, et on a donc Ŝ ◦ Û = Û ◦ Ŝ ou Ŝ ◦ Û = Û−1 ◦ Ŝ :
– dans le premier cas, Epstein a montre´ que Ŝ et Û engendrent un groupe monoge`ne infini
([Eps66], Lemma 4.3), ce qui n’est possible que si Ŝ est dans Ĝ(α) ;
– dans le second cas, on obtient Û−1 = Ŝ ◦ Û ◦ Ŝ−1 puis :
Û ◦ Ŝ2 = (Û−1)−1 ◦ Ŝ2 = (Ŝ ◦ Û ◦ Ŝ−1)−1 ◦ Ŝ2 = Ŝ ◦ Û−1 ◦ Ŝ = Ŝ2 ◦ Û
et on peut conclure au meˆme re´sultat.
La contradiction provient de ce que Ŝ ne stabilise pas α̂. On vient de montrer Ŝ(M̂mm ) = M̂
m
m et
donc, comme annonce´, F̂m(ẑ) est contenu dans M̂
m
m .
Poursuivons la de´monstration : nous pouvons donc choisir un chemin η̂ de ẑ a` F̂m(ẑ) contenu
dans M̂mm qui se projette en un chemin η de z a` F (z) (voir la partie droite de la figure 2). Le
chemin F̂m(Γ̂) a pour origine F̂m(ẑ) et pour extre´mite´ F̂m ◦ T̂ (ẑ) qui n’est autre que T̂ ◦ F̂m(ẑ)
extre´mite´ de T̂ (η̂). On peut donc construire une homotopie libre φ̂m entre Γ̂ et F̂m(Γ̂) telle que
ẑ parcoure η̂ le long de l’homotopie. Cette homotopie φ̂m se projette en une homotopie libre φm
entre Γ et Fm(Γ). Comme M̂
m
m est simplement connexe d’apre`s la remarque 3.2, on peut choisir
φm a` support dans Mm. De plus, comme η est associe´ a` F̂m, l’homotopie φ̂m est associe´e a` F̂m et
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a` support dans Mm.
De´monstration du lemme 3.3. Conside´rons un lacet Γ ⊂ N ′∞, non contractile dans N ′∞, base´ en
un point z ∈ N ′∞. On conside`re e´galement un chemin δ de z a` F (z) contenu dans N ′∞. Il existe
un entier m ∈ N tel que Γ, F (Γ), F 2(Γ), δ et F (δ) soient contenus dans Mm. On en de´duit que
Γ n’est pas contractile dans Nm. D’apre`s le lemme 3.4, pour tout n ≥ m, il existe une homotopie
libre φn de Γ a` F (Γ) a` support dans N∞ et associe´e a` F̂n. Conside´rons l’homotopie φm ; nous
allons prouver qu’elle est associe´e a` F̂n pour tout n ∈ N.
Notons αm = φm(z). Le chemin αm est associe´ a` F̂m donc e´galement associe´ a` F̂n pour tout
n ≤ m car la suite (Xp, F̂p)p∈N est croissante pour 4. Il en re´sulte que pour tout n ≤ m, φm est
associe´e a` F̂n.
Pour tout n ≥ m, on choisit un rele`vement Γ̂n ⊂ M̂nm de Γ a` N̂n. Notons αn = φn(z). Ce
chemin αn est associe´ a` F̂n donc a` F̂m, toujours d’apre`s la relation d’ordre 4. D’apre`s la remarque
1.14, αn est homotope a` αm a` extre´mite´s fixe´es dans Nm. Il reste a` montrer qu’ils sont en re´alite´
homotopes dans N ′∞.
Pour cela, conside´rons le lacet αn.α
−
m. Notons ẑ un rele`vement de z au reveˆtement universel
N̂ ′∞ de N
′
∞. Relevons le chemin αn en un chemin α̂n issu de ẑ puis α
−
m en un chemin α̂
−
m issu
de l’extre´mite´ de α̂n. Il existe un automorphisme T̂ du reveˆtement pi : N̂
′
∞ → N ′∞ tel que l’ex-
tre´mite´ de α̂n.α̂
−
m soit T̂ (ẑ). De meˆme relevons Γ en un chemin Γ̂ ⊂ N̂ ′∞ d’origine ẑ. Notons Û
l’automorphisme du reveˆtement pi : N̂ ′∞ → N ′∞ envoyant l’origine de Γ̂ sur son extre´mite´.
On retrouve les arguments employe´s a` la fin de la de´monstration de la proposition 2.12’.
L’homotopie φn.φ
−
m, entre Γ et lui-meˆme, se rele`ve en une homotopie entre le chemin Γ̂ et le
chemin T̂
(
Γ̂
)
d’extre´mite´ T̂ ◦ Û(ẑ). D’autre part, l’extre´mite´ Û(ẑ) de Γ̂ de´crit Û(α̂n.α̂−m) le long
de l’isotopie et est donc envoye´e sur Û ◦ T̂ (ẑ). On en de´duit Û ◦ T̂ = T̂ ◦ Û .
Si N ′∞ n’est ni le tore, ni l’anneau, il en de´coule que U et T appartiennent a` un meˆme sous-
groupe monoge`ne du groupe des automorphismes de reveˆtement. Ce re´sultat perdure si N ′∞ est
l’anneau car le groupe des automorphismes de reveˆtement est alors monoge`ne. Enfin, N ′∞ ne peut
eˆtre le tore car cela signifierait que X∞ est vide ce qui est impossible compte tenu des hypothe`ses
de la proposition 3.1. Finalement, il existe toujours (k, l) ∈ Z2 tel que T̂ k = Û l.
Cela signifie que (αn.α
−
m)
k est librement homotope a` Γl dans N ′∞ donc dans Nm. Or le premier
lacet est homotopiquement trivial dans Nm tandis que le second ne l’est que si l = 0 auquel cas
T̂ est l’identite´. On obtient alors que αn et αm sont homotopes dans N
′
∞ a` extre´mite´s fixe´es.
Comme αn est associe´ a` F̂n, αm est e´galement associe´ a` F̂n. D’apre`s la remarque 1.9, φm est donc
associe´e a` F̂n.
4 Lacets contractiles
L’objet de cette partie est la de´monstration de la proposition 2.15. Nous en donnerons une
preuve topologique qui consiste a` ramener le lacet contractile sur un point. Le cas le plus simple
est celui ou` le lacet est entie`rement contenu dans un disque de NX ; nous l’aborderons en premier
avant de nous inte´resser au cas ge´ne´ral.
Lemme 4.1. Soit D un disque topologique ferme´ de M .
Alors il existe une famille (φDx,x′,s)(x,x′,s)∈D˚×D˚×[0,1] d’home´omorphismes de M ve´rifiant :
1. l’application (x, x′, s) 7→ φDx,x′,s est continue de D˚ × D˚ × [0, 1] dans Homeo∗(M).
2. pour tout (x, x′, s) ∈ D˚ × D˚ × [0, 1], la restriction (φDx,x′,s)|M\D est l’identite´ de M \D ;
3. pour tout (x, s) ∈ D˚ × [0, 1], l’home´omorphisme φDx,x,s est l’identite´ de M ;
4. pour tout (x, x′) ∈ D˚ × D˚, l’home´omorphisme φDx,x′,0 est l’identite´ de M ;
5. pour tout (x, x′) ∈ D˚ × D˚, on a φDx,x′,1(x) = x′.
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De´monstration. Conside´rons un home´omorphisme h : D → D entre D et le disque unite´ ferme´
D de R2. Conside´rons ensuite l’home´omorphisme k du disque unite´ ouvert D˚ sur R2 de´fini par
k(z) = tan
(
pi
2 |z|
)
z pour tout z ∈ D˚. Enfin, pour tout u ∈ R2, notons tu : x 7→ x+ u la translation
affine de R2 de vecteur u. Pour tout (x, x′, s) ∈ D˚ × D˚ × [0, 1], on de´finit φDx,x′,s par :{
(φDx,x′,s)|D˚ = h
−1 ◦ k−1 ◦ ts.(k◦h(x′)−k◦h(x)) ◦ k ◦ h
(φDx,x′,s)|M\D˚ = idM\D˚ .
L’application (φDx,x′,s)|D˚ est un home´omorphisme de D˚ qui se prolonge par continuite´, ainsi que sa
re´ciproque, en l’identite´ sur le bord ∂D de D. On en de´duit que l’on a bien de´fini un home´omor-
phisme φDx,x′,s de M . Graˆce a` la continuite´ de (x, x
′, s) 7→ (φDx,x′,s)|D˚, on obtient l’assertion 1. Les
trois assertions suivantes sont faciles a` ve´rifier. Enfin, un calcul rapide conduit a` (φDx,x′,1)|D˚(x) = x
′
qui n’est autre que la dernie`re assertion.
Lemme 4.2. Soit DN un disque topologique ferme´ d’une surface N , x et x
′ deux points de DN ,
γ et γ′ deux chemins de l’inte´rieur de DN d’origines x et d’extre´mite´s x′. Il existe une isotopie
J = (Gt)t∈[0,1] de l’identite´ de DN a` elle-meˆme ve´rifiant :
1. J est a` support dans DN ;
2. pour tout t ∈ [0, 1], on a Gt ◦ γ(t) = γ′(t) ;
3. J est homotope a` extre´mite´s fixe´es a` l’isotopie identite´ relativement au comple´mentaire de
DN .
De´monstration. On utilise le lemme pre´ce´dent et pour tout t ∈ [0, 1], on de´finit Gt par :
Gt = φ
DN
γ(t),γ′(t),1
L’application H de´finie par :
H(s, t) = φDNγ(t),γ′(t),s
re´alise bien une homotopie entre l’isotopie identite´ H(0, t) et Gt = H(1, t), relativement au com-
ple´mentaire de DN .
Remarque 4.3. Dans le cas particulier ou` le lacet γ = I(y) est contenu dans un disque ferme´
DN ⊂ NX , la proposition 2.15 est un corollaire imme´diat du lemme 4.2. En effet, celui-ci assure
l’existence d’une isotopie J = (Gt)t∈[0,1] de l’identite´ de NX a` elle-meˆme a` support dans DN et
ve´rifiant, pour tout t ∈ [0, 1], Gt ◦ γ(t) = y. L’isotopie restreinte (X, I ′) de´finie par I ′ = J ◦ I
convient.
Le principe de la de´monstration qui suit est de se ramener a` ce cas particulier.
De´monstration de la proposition 2.15. Notons (X, I) ∈ I sous la forme I = (Ft)t∈[0,1]. Conside´-
rons le carre´ K = [0, 1]2 et un parame´trage θ0 : [0, 1] → ∂K du bord de K ve´rifiant θ0(0) =
θ0(1) = (0, 0). Soit ϕ : ∂K → NX de´finie par ϕ ◦ θ0(t) = Ft(y) pour tout t ∈ [0, 1]. Comme I(y)
est un lacet, ϕ est correctement de´finie et continue sur ∂K. De plus le lacet I(y) est contractile,
donc ϕ se prolonge en une application ϕ : K → NX continue (nous conservons la notation ϕ apre`s
prolongement).
Pour tout n ∈ N avec n ≥ 2, on peut de´couper le carre´ K en n2 « petits carre´s » de coˆte´ 1n de
la forme
[
a
n ,
a+1
n
]× [ bn , b+1n ] avec a ∈ {0, . . . , n− 1} et b ∈ {0, . . . , n− 1}. Comme ϕ est continue
sur le compact K, il existe un entier n ≥ 2 tel que l’image par ϕ de chacun des n2 « petits carre´s »
soit contenue dans l’inte´rieur d’un disque topologique ferme´ de M . On choisit de´sormais une telle
valeur de n et on note L la re´union des n2 disques de M associe´s.
Nous allons maintenant construire une famille de´croissante (Ki)0≤i≤n2 de sous-ensembles de
K telle que pour tout i ∈ {0, . . . , n2 − 1}, Ki soit la re´union, qui est simplement connexe, de n2− i
« petits carre´s » ferme´s, de´finie de la fac¸on suivante :
– on pose K0 = K ;
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– soit i ∈ {1, . . . , n2 − 1} ; supposons Ki−1 construit comme re´union de n2− i+ 1 « petits car-
re´s ». Parmi ces « petits carre´s », on conside`re, parmi ceux contenant les points d’ordonne´es
maximales, celui qui contient les points d’abscisses maximales et on le note Ci. On note Ki
la re´union des n2 − i « petits carre´s » restants.
– en re´pe´tant ce proce´de´, on « enle`ve les petits carre´s » un a` un en commenc¸ant par les plus
hauts et pour chaque ligne les plus a` droite. On obtient ne´cessairement Kn2−1 =
[
0, 1n
] ×[
0, 1n
]
, seul « petit carre´ » contenant {(0, 0)}, que l’on note Cn2 .
– on pose enfin Kn2 = {(0, 0)}.
On construit de meˆme une suite de parame´trages (θi)i∈[0,1] avec θi : [0, 1] → ∂Ki du bord de Ki
de la fac¸on suivante :
– θ0 a de´ja` e´te´ construit ;
– soit i ∈ {1, . . . , n2 − 1} ; supposons θi−1 construit. Il existe un segment [ai, bi] ⊂]0, 1[ tel
que la restriction (θi−1)|[ai,bi] soit a` valeurs dans ∂Ci et (θi−1)|[0,ai[∪]bi,1] soit a` valeurs
dans ∂Ki−1 \ ∂Ci. On choisit θi : [0, 1] → ∂Ki de sorte que l’on ait (θi−1)|[0,ai[∪]bi,1] =
(θi)|[0,ai[∪]bi,1] ;
– on pose enfin θn2(t) = (0, 0) pour tout t ∈ [0, 1].
Soit i ∈ {1, . . . , n2}. L’ensemble ϕ(Ci) est contenu dans l’inte´rieur d’un disque topologique
ferme´ Di. Conside´rons les chemins t 7→ θi−1(t) et t 7→ θi(t) avec t ∈ [ai, bi]. Ces deux chemins ont
meˆme extre´mite´ et meˆme origine ; ils parame`trent chacun une partie de ∂Ci. Utilisons le lemme
4.1 et de´finissons l’isotopie J i = (Git)t∈[0,1] de l’identite´ de NX a` elle-meˆme par :
∀t ∈ [0, 1] Git = φDiϕ◦θi−1(t),ϕ◦θi(t),1
On obtient alors Git ◦ ϕ ◦ θi−1(t) = ϕ ◦ θi(t) pour tout t ∈ [0, 1]. Par re´currence imme´diate, on
trouve :
∀t ∈ [0, 1], Gn2t ◦Gn
2−1
t ◦ . . . ◦G2t ◦G1t ◦ ϕ ◦ θ0(t) = ϕ ◦ θn2(t)
ou encore ∀t ∈ [0, 1], Gn2t ◦Gn
2−1
t ◦ . . . ◦G2t ◦G1t ◦ Ft(y) = y.
De´finissons l’isotopie restreinte (X, I ′) en posant I ′ = Jn
2 ◦ . . . ◦ J1 ◦ I. L’e´quation pre´ce´dente
assure que I ′ fixe y et se met bien sous la forme I ′ = J ◦ I avec J a` support dans L.
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